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Численные алгоритмы расчета объемного заряда,  
создаваемого интенсивными пучками заряженных частиц 

 
А. Н. Козырев, В. М. Свешников 

 
Точность решения самосогласованных нелинейных задач сильноточной электроники суще-
ственно зависит от того насколько точно распределяется заряд, вносимый пучком заряжен-
ных частиц, по узлам сетки, на которой проводится дискретизация задачи. В статье предла-
гаются, теоретически и экспериментально обосновываются численные алгоритмы 
распределения объемного заряда, вносимого заряженными частицами, по узлам сеточных 
элементов различных форм. Рассматриваются параллелепипедальные и тетраэдральные 
элементы в трехмерном случае, треугольные и четырехугольные элементы в двумерном слу-
чае. Теоретически показано, что предлагаемые алгоритмы обеспечивают второй порядок 
точности расчета потенциала электрического поля. Приводятся результаты численных 
экспериментов, подтверждающие теоретическую оценку. 
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Введение 
 

Численное моделирование интенсивных 
пучков заряженных частиц является важной со-
ставляющей в исследовании процессов, происхо-
дящих в различных электрофизических приборах 
научного и технического приложений. Данной 
проблеме посвящены работы многих авторов  
[1–6]. Математически проблема исследования ин-
тенсивных пучков заряженных частиц сводится к 
решению нелинейной самосогласованной задачи, 
включающей в себя в стационарном случае урав-
нения движения заряженных частиц, уравнение 
Пуассона для потенциала электрического поля, 
уравнение неразрывности потока зарядов. Пучок 
заряженных частиц моделируется методом трубок 
тока или нитей, что является экономичной моди-
фикацией широко известного метода больших ча-
стиц [7] для стационарных пучков.  

Важной проблемой является распределение 
объемного заряда, вносимого пучком, по узлам 
сетки, покрывающим расчетную область. Обычно 
применяемые методы отнесения заряда к ближай- 
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шему узлу имеют только первый порядок точно-
сти, что требует дальнейшего совершенствования 
методов моделирования. Этому и посвящена дан-
ная работа, которая фактически является развити-
ем работы [8] одного из авторов. 

 
 

Постановка работы 
 

Мы предлагаем, теоретически и экспери-
ментально доказываем методы второго порядка 
точности. Они основываются на методе Р. Хокни 
и Дж. Иствуда по распределению точечного заряда 
[9]. В нашем случае рассмотрен не точечный за-
ряд, а отрезок траектории заряженной частицы. 
Важным достоинством предложенного подхода 
является то, что доказано повышение порядка 
точности не только для объемного заряда, но и для 
расчета потенциала электрического поля, создава-
емого объемным зарядом. Таким образом, более 
точно рассчитывается сила, действующая на ча-
стицу, а, следовательно, и ее траектория. Рассмот-
рены двумерные и трехмерные сеточные элемен-
ты. Разработаны алгоритмы распределения 
объемного заряда, вносимого отрезком траекто-
рии, принадлежащим в двумерном случае тре-
угольным или четырехугольным сеточным эле-
ментам, а в трехмерном случае – тетраэдральным 
или параллелепипедальным сеточным элементам. 
Доказаны утверждения о том, что разработанные 
алгоритмы имеют второй порядок точности. Тео-
ретические утверждения подкреплены результата-
ми численных экспериментов. 
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Постановка задачи 
 

Рассмотрим следующую постановку задачи 
расчета стационарных пучков заряженных частиц. 
В замкнутой области с границей 1 2     тре-
буется найти решение системы дифференциаль-
ных уравнений, включающей в себя уравнение 
Пуассона для потенциала электрического поля  
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а также уравнения движения заряженных частиц 
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с начальными условиями 
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и уравнение неразрывности потока зарядов 
 

div 0, .j j v  
  

 
 

Здесь  – оператор Лапласа,  – плотность объем-
ного заряда, 0, 0 – электрическая и магнитная 
постоянные (система СИ),  , ,r x y z


 – радиус-

вектор заряженных частиц, причем в двумерном 
случае координата z отсутствует, v


 – ее скорость, 

 – отношение заряда к массе, t – время, E


 – 

напряженность электрического поля, H


 – напря-
женность магнитного поля, j


 – плотность тока.  

 
 

Распределение объемного заряда 
 

При моделировании пучка заряженных ча-
стиц проводится его дискретизация на заданное 
число NT трубок тока или нитей, каждая из кото-
рых в процессе расчета изображается своей траек-
торией. Траектория с номером k (k = 1, 2, …, NT) 

на каждом временном шаге n
k  (n = 1, 2, … – но-

мер временного шага) пересекает Nq  1 элементов 
ei (i = 1, 2, …, Nq) сетки , на которой проводится 
моделирование. Известно несколько способов 
распределения заряда с данного отрезка в сеточ-
ные узлы. Например, один из них заключается в 
том, что он разбивается на подынтервалы в пред-
положении равноускоренного движения, и заряд с 

каждого такого подынтервала относится к узлу, 
ближайшему к его центру [3]. Другой способ со-
стоит в том, что отрезок траектории разбивается 
на такие подынтервалы, каждый из которых пол-
ностью лежит внутри сеточной ячейки, а заряд с 
него относится к центральному узлу ячейки [10]. 
Данные алгоритмы имеют первый порядок точно-
сти. Предлагаемые нами алгоритмы, приведенные 
ниже, на порядок точнее, что в свою очередь обес-
печивает более точное моделирование интенсив-
ных пучков заряженных частиц. 

Пусть e-сеточный элемент, которому при-

надлежит отрезок k-й траектории n
k . Данный  

отрезок траектории вносит заряд ,n n
k k kq q I     

где Ik – ток k-й траектории (в дальнейшем индексы 
k, n будем опускать). 

Требуется рассчитать распределение заряда q 
по узлам сетки , которые являются вершинами e. 
В основу решения данной задачи положен алго-
ритм распределения единичного точечного заряда, 
изложенный в монографии Р. Хокни и Дж. Иству-
да [9]. Его суть заключается в следующем. 

Обозначим через Wp долю единичного заря-
да, находящегося в точке r, которая относится к 
точке rp – вершине e. Точный потенциал в точке 
r e  есть 
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а приближенный потенциал равен 
 

   ,p p
p

r W G r r     

 

где G(r) – функция Грина, причем суммирование 
проводится по всем узлам, которые являются вер-

шинами e. Разлагая     p pG r r G r r       в 

ряд Тейлора по параметру ,p pr r    получим 
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Потребуем, чтобы точный потенциал совпа-
дал с приближенным с точностью O(h2), где h – 
шаг сетки, на которой проводится дискретизация 
задачи. В результате получим уравнения для опре-
деления Wp. Ниже рассматриваются алгоритмы 
распределения объемного заряда в двумерном 
случае для треугольных и четырехугольных се-
точных элементов и в трехмерном случае для тет-
раэдральных и параллелепипедальных сеточных 
элементов.  
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Пусть e = et – треугольный элемент с вер-
шинами, которые обозначим цифрами 1, 2, 3. 

Здесь  ,x y
p p p    . В этом случае, взяв в (1) три 

первых члена, получим следующую систему урав-
нений: 

 
3 3 3

1 1 11, 0, 0.x x
p p p p p p p pW W W           (2) 

 
Её решение можно выразить следующим образом:  
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Здесь , ,yx
ij i j ij i jl x x l y y     где xi, yi – коорди-

наты i-го узла сетки. 
Перейдем теперь к решению задачи о рас-

пределении заряда q, вносимого отрезком te  
между (n)-й и (n+1)-й точками траекторий. Разобь-
ем  на nq подынтервалов равной длины 
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Координаты центров этих подынтервалов ir


 опре-
деляются по формуле 
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а заряд, вносимый каждым подынтервалом, равен 

qq q n . Сосредоточим заряд q  в центре i-го 

подынтервала. Его вклад i
pq  в узлы сетки, являю-

щиеся вершинами et, выражается как 
 

,i i
p p

q

q
q W

n
  

 

где i
pW  – доля единичного заряда, находящегося в 

точке ir


, отнесенного к p-му узлу. 

Для i
pW  справедливы уравнения, аналогич-

ные уравнениям (2). Их решение можно записать в 
виде 
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Заряд pq , отнесенный к p-му узлу, со всего участ-

ка  равен сумме зарядов с каждого подынтервала, 
т. е. 

.i i
p p p
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q q W d
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Окончательно заряд в p-м узле определим как 
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Так как по определению 
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а из геометрических соображений 
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где  – угол наклона рассматриваемого отрезка 
траектории к оси x, а  െ длина отрезка траекто-

рии, ограниченного точками nr


 и ir


, то формулу 
(3) можно записать в следующем виде: 
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Проводя интегрирование и преобразование 
для pW , получим окончательное выражение: 
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где 1/2 1/2,n nx y   െ координаты центра отрезка 
траектории, определяемые по формуле:  
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Таким образом, доказано следующее 
Утверждение 1. Вклад объемного заряда q, 

вносимого отрезком траектории , принадлежа-
щим треугольному элементу et, в его вершины, 
равен вкладу точечного заряда q, сосредоточенно-

го в центре  1/2 1/2,n nx y   отрезка . 
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Из построения qp следует, что при данном 
распределении заряда погрешность  расчета по-
тенциала имеет второй порядок точности.  

Приводимые ниже утверждения доказыва-
ются аналогично. Во всех утверждениях обеспе-
чивается второй порядок точности. 

Утверждение 2. Вклад объемного заряда q, 
вносимого отрезком траектории , принадлежа-
щим четырехугольному элементу eq, в его верши-
ны, определяется по формулам 

 

  , 1, 2, 3, 4,p p pq W q p    
 

где pW  – вклад от единичного заряда, находяще-

гося в центре . 
Здесь 0p   для прямоугольного элемента, 

а для произвольного четырехугольного элемента 
отлично от 0 (более подробно см. [8]).  

Утверждение 3. Вклад объемного заряда q, 
вносимого отрезком траектории , принадлежа-
щим тетраэдральному элементу es, в его верши-
ны, равен вкладу точечного заряда q, сосредото-

ченного в центре  1/2 1/2 1/2, ,n n nx y z    отрезка . 

Утверждение 4. Вклад объемного заряда q, 
вносимого отрезком траектории , принадлежа-
щим параллелепипедальному элементу ep, в его 
вершины, равен вкладу точечного заряда q, сосре-

доточенного в центре  1/2 1/2 1/2, ,n n nx y z    от-

резка . 
 
 

Численные эксперименты 
 
Рассматривалась задача о движении пучка 

заряженных частиц с заданной плотностью тока j в 
единичном кубе R = {0  x  1,0  y  1,0  z  1}.  

На верхней грани задается потенциал 1 1z  , на 

нижней 0 0z  , а на боковых гранях ставилось 

условие 0
n 





 . Величина j выбиралась так, 

чтобы удовлетворялся известный закон «3/2» для 
плоского диода. Аналитическое решение данной 
задачи для потенциала и плотности объемного за-
ряда выражаются формулами 
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В области R строились равномерные парал-
лелепипедальные сетки  с числом узлов, увели-
чивающимся в 2 раза по каждому направлению.  
С нижней грани запускался электронный пучок с 
нулевой начальной скоростью. Дискретизация 
пучка проводилась так, что каждая трубка тока 
стартовала из центра сеточного элемента. Рассчи-
тывался объемный заряд по приведенным выше 
алгоритмам, а затем решалась система обычных 
семиточечных уравнений, аппроксимирующих 
уравнение Пуассона с граничными условиями 

[11]. За один временной шаг n
k  пучок проходил 

один шаг сетки . Вычислялись относительные 
погрешности  % расчета потенциала и объемно-

го заряда  % в процентах в узлах сетки, которые 

приведены в нижеследующих таблицах, причем в 
табл. 1 приведены максимальные погрешности во 
всей области, а в табл. 2 и 3 – погрешности в плос-
костях, перпендикулярных ݖ	(по другим координа-
там погрешность не менялась). 

 
 
 

Таблица 1 
 

Максимальная относительная погрешность расчета потенциала 
 

 888 161616 323232 646464 

% 0,3707 9,7410-2 2,53310-2 5,08610-3 

 
 
 

Таблица 2 
 

Погрешность расчета потенциала % в узлах сетки 
 

 888 161616 323232 646464 

z = 0,25 0,3707 9,74610-2 2,41310-2 5,05610-3 

z = 0,5 0,1593 4,07310-2 1,02910-2 2,48510-3 

z = 0,875 2,25810-2 5,75610-3 1,45510-3 3,72110-4 
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Таблица 3 
 

Погрешность расчета объемного заряда  % 	в узлах сетки 
 

 888 161616 323232 646464 

z = 0,25 5,3041 1,1942 0,2915 7,24710-2 

z = 0,5 1,1942 0,2915 7,24810-2 1,80910-2 

z = 0,875 0,3817 9,47210-2 2,36410-2 5,91210-3 

 
 
Из приведенных таблиц можно сделать вывод 

о том, что в численных экспериментах подтвержда-
ется второй порядок точности. Действительно, с 
дроблением шага сетки в два раза погрешность 
уменьшается приблизительно в четыре раза. 

 
 

Заключение 
 

В работе предложен, теоретически и экспе-
риментально исследован метод повышенного по-
рядка точности распределения объемного заряда, 
вносимого интенсивным пучком заряженных ча-
стиц, по узлам сетки, на которой проводится мо-
делирование исходной самосогласованной задачи. 
Рассмотрены трехмерный и двумерный случаи. 
Доказаны утверждения о порядке точности при 
распределении заряда по узлам тетраэдральных, 
параллелепипедальных, треугольных и четырех-
угольных сеточных элементов. Приводятся ре-
зультаты численных экспериментов, подтвержда-
ющие теоретические выводы. 

 

_______________ 
 

Теоретическая часть работы поддержана 
грантом РНФ (проект 14–11–00485), экспери-
ментальная часть работы поддержана грантом 
РФФИ (проект 16–01–00168). 
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The accuracy of the solution of self-consistent nonlinear problems in high-current electronics essen-
tially depends on how accurately the charge generated by the charged particle beam through the grid 
nodes on which the discretization of the problem is carried out is accurately distributed. The numerical 
algorithms for the distribution of the space charge introduced by charged particles are proposed and 
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theoretically and experimentally substantiated for various shapes of grid elements. Parallelepipedal and 
tetrahedral elements in the three-dimensional case, triangular and quadrilateral elements in the two-
dimensional case is considered. It is shown theoretically, that the proposed algorithms provide a second 
order of accuracy in calculating the potential of the electric field. The results of numerical experiments 
confirming the theoretical basis are presented. 
 
Keywords: intense beams, volume charge, charged particles, grid. 
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