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Транспортировка электронного пучка в рассеивающей среде  
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Получено аналитическое решение параксиального уравнения огибающей электронного 
пучка (уравнения Ли–Купера), распространяющегося в рассеивающе-тормозящей газо-
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Введение 
 

Закономерности распространения элек-
тронного пучка в рассеивающей среде пред-
ставляют интерес в ряде задач вневакуумных 
технологий (сварка и резка толстостенных 
конструкций в воздушной среде, поверхност-
ное упрочнение, локальная наплавка и др.), а 
также при транспортировке в генераторах 
электронно-пучковой плазмы. Если в газах 
форвакуумных давлений (до 103 Па) основным 
процессом, приводящим к уширению пучка, 
является рассеяние электронов на молекулах 
газа, то при повышенных давлениях дополни-
тельно включаются механизмы деградации 
энергии. 

В перечисленных выше технологических 
процессах, в которых электронный пучок ис-
пользуется в качестве концентрированного 
потока энергии, важным является сохранение 
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его малых поперечных размеров при прохож-
дении в среде. Данное обстоятельство оправ-
дывает применение параксиального прибли-
жения для описания транспортировки. Как 
будет показано далее, даже в весьма плотной 
среде на начальном участке распространения 
параксиальное уравнение дает адекватное 
представление об эволюции пучка. 

Снижению расширения способствует 
наложение внешнего магнитного поля, кото-
рое оказывает фокусирующее воздействие и 
сохраняет остронаправленность пучка, что яв-
ляется важным как для технологии, так и для 
работы устройства.  

Таким образом, существует необходи-
мость исследования транспортировки элек-
тронного пучка в газовой среде с учетом сле-
дующих факторов: исходной структуры пучка, 
рассеяния на частицах среды, торможения 
(или энергетических потерь), наличия одно-
родного магнитного поля, вектор индукции 
которого направлен вдоль оси цилиндриче-
ского пучка. Это и является целью данной  
работы. 

 
 

Постановка работы 
 

Структура пучка характеризуется его 
поперечными размерами (радиусом) и угло-
вым разбросом электронов по отношению к 
оси и численно определяется эмиттансом [1, 2]. 
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Эмиттанс является инвариантом движения 
при распространении пучка в отсутствие 
столкновений (т. е. в вакууме). Рассеяние 
электронов сопровождается увеличением уг-
лового разброса и приводит к росту эмиттанса. 
Для описания этого процесса используется 
приближение многократного рассеяния. В рам-
ках данного приближения полагается, что рас-
сеяние на заданный угол в результате одно-
кратного рассеяния имеет пренебрежимо ма-
лую вероятность в сравнении с вероятностью 
многократного малоуглового отклонения на 
тот же угол. 

Основным механизмом торможения 
электронов в газе полагаются ионизационные 
потери. Быстрый электрон передает часть сво-
его импульса атомному электрону, в результа-
те чего последний либо переходит на более 
высокий энергетический уровень (возбужде-
ние), либо покидает атом (ионизация). Потери 
электронов из-за тормозного излучения в дан-
ной работе не учитываются. Влияние указан-
ного механизма становится заметным при 
очень высоких энергиях электронов (800 кэВ 
и более). 

Также в данной работе не учитывается 
собственное электрическое и магнитное поле 
пучка, поскольку в рассматриваемых диапазо-
нах энергий и полного тока электронов (не 
более 500 кэВ, не более 0,3 А) они не играют 
существенной роли. 

 
 

Параксиальное уравнение  
огибающей пучка 

 

Уравнение огибающей пучка в паракси-
альном приближении имеет вид [3, 4]: 

 
2 2 2

2 2 2 2 2 2 3

1
= 0,

d r k d dr E
r

dz dz dz r


  
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с условиями в исходном сечении (например, 
= 0z ): 

 

   0= 0 = , = 0 = 0,r z r r z
             

(2) 
 

где ,  — релятивистские факторы; =1 
2

0eU m c , 2= 1    ; e , 0m  – заряд и 

масса покоя электрона; c  – скорость света в 
вакууме; U  – пройденная электроном раз-
ность потенциалов; E  – эмиттанс пучка. 

В уравнении (1) первый член представ-
ляет собой инерциальную составляющую. 
Второй член учитывает влияние магнитного 
поля на транспортировку пучка: 

 

0

= ,
2

eB
k

m c                                 
(3) 

 

где B  – осевая составляющая вектора индук-
ции магнитного поля. 

Третий член описывает торможение, 
приводящее к уменьшению : 
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где в соответствии с [5]: 
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Здесь er  – классический радиус электрона, N   – 

концентрация рассеивающих центров, Z  – 
атомный номер рассеивающей частицы, I   – 
средняя работа ионизации. 

Анализ выражения в квадратных скоб-
ках показывает, что для широкого диапазона 
параметров процесса (энергии электронов 

= 50 500eU   кэВ, работы ионизации рассеи-
вающих центров = 15 60I   эВ) его величина 
изменяется незначительно в пределах 1520 и 
может рассматриваться как константа. 

Последний член в левой части (1) со-
держит информацию об изменении фазовой 
структуры пучка в процессе распространения 
в газовой среде. В работах [3, 6] показано, что 
в рассеивающей среде эмиттанс меняется по 
закону: 

 
2

2 2 2 2 2
0

0

= ,
z d

E E r dz
dz


  

              
(5) 

 

где 0E  – эмиттанс пучка в исходном сечении 
2= 0,  z d dz  – темп роста среднеквадра-

тического углового разброса пучка. 
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Исходное среднеквадратичное значение 
эмиттанса равно  

 
2 2 2 2 2
0 0 0 0 0= ,E r    

 

где 2
0r  и 2

0  – среднеквадратичные радиус и 

угловой разброс пучка, индекс «0» означает, 
что все значения относятся к сечению = 0z . 
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Здесь также следует отметить слабые от-
клонения значения логарифмического члена 
от средней величины, примерно равной 5, при 
существенных изменениях энергии электро-
нов и атомного номера рассеивающих цен-
тров. 

Таким образом, система формул и урав-
нений (1)–(6) позволяет рассчитать огибаю-
щую электронного пучка, распространяюще-
гося в рассеивающе-тормозящей среде в 
однородном магнитном поле. 

 
 

Условия параксиальности 
 

По мере распространения пучка в рассе-
ивающей среде происходит рост его попереч-
ных размеров и расходимости. Наступает мо-
мент, когда применение параксиального 
приближения становится некорректным и 
уравнение (1) перестает соблюдаться. Парак-
сиальность нарушается, если хотя бы одна из 
следующих величин – угол наклона огибаю-
щей пучка к оси r  или среднеквадратичный 

угловой разброс электронов в пучке 2  – 

перестает быть малой, т. е. если перестает вы-

полняться 2 1r   или 2 1  . 

Так как в рассеивающей среде важным 
является последнее ограничение, то можно 
потребовать условия соблюдения параксиаль-
ности в следующем виде: 

 
2 = 0,2,S                               

(7) 
 

где индекс S  указывает, что значение берется 
на конце участка параксиальности. 

Полагая рассеивающую среду однород-
ной и пренебрегая изменениями  и , а также 
логарифмического члена (что допустимо для 
оценок), можно из (6) определить длину 
начального участка распространения пучка в 
газе S , на которой он может считаться парак-
сиальным 

 

2 4 2
0 0

= .
S

S
DN

  

                       
(8) 

 

Полная длина пробега пучка в среде, по-
лученная в [4] путем решения уравнения (4), 
рассчитывается по формуле 

 

 2

0

0

1
= .L

QN

 
                         

(9) 

 

Учитывая  1D Z Q  , имеем 
  

 2 2

0

0

1
= .

1
SS

L Z

 
                   

(10) 

 

Отсюда следует, что протяженность 
участка транспортировки пучка в плотной 
среде, на котором справедливо параксиальное 
приближение, зависит от энергии электронов 
и атомного номера рассеивающего вещества. 
В частности, в водородной среде этот участок 
составляет 4050 %, а в воздухе – 1015 % от 
длины пробега электронов в соответствующем 
газе. 

Рассмотрим, как на этом участке изме-
няются релятивистские факторы. Интегриро-
вание (4) в предложении неизменности лога-
рифмического члена дает 

 

0
0

1 1
= ,QNz    

 
 

 

откуда 
 

0
0

2

2 2 2
0 0

0 0

1 1
=

2

1 1
2 .

QNz

QNz Q N z


     

                   

 

 

На начальном участке 0 z S   данное 
выражение может быть разложено в ряд, в ко-
тором сохраняются первые несколько членов: 
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 
 

 
 

 

2 3
20 0

0 32 2
0 0

4 2
30 0

52
0

=
1 1

1
.

1

QNz QNz

QNz

 
    
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  


 
  

(11) 

 

Подставив сюда =z S  из (8), можно по-
нять, сколько членов из ряда можно оставить. 
Даже при самом неблагоприятном соотноше-
нии параметров (например, 0 = 3 , а в каче-

стве газа взят водород с =1Z ) члены в (11) 
соотносятся как 3 : 0,8 : 0,027 : 0,0027,  т. е. до-
статочно сохранения трех членов. Если же 
взять 0 = 2 , а в качестве газа – азот, то члены 

будут соотноситься как 
2 : 0,075 : 0,001: 0,00012 , т. е. можно оставить 
первые два члена для описания огибающей 
пучка на участке параксиальности. 

Зная зависимость (11), можно опреде-
лить и другие функции, входящие в уравнение 
(1): 
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Последнее выражение с погрешностью 
не более процента на участке параксиальности 
может быть переписано в виде 

 
2 4

2 2 2 2 0 0
0 0= 1 ,    = ,

z

QN

                  
(12) 

 

где  имеет размерность длины. 
Следует отметить, что 
 

22
0 0

0

1
= ,    = .

1
SS

Z L

    
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Решение уравнения огибающей 
 

Для решения уравнения (1) введем но-
вые переменные: 

 

 2 2 2= ,    = .y r h z                     (13) 
 

Дифференцирование (1) в новых пере-
менных и последующее сокращение на y  
приводит к соотношению: 

 

2
2

3
2 = .

2 4 4

h h DN
y h y y k y


      

       
(14) 

 

На данное уравнение накладываются 
начальные условия, вытекающие из (1) и (2): 

 

   
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2
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2
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02
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2
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
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(15) 

 

Используя (4), а также связь между Q  и 

D , перепишем правую часть (14) в виде 
 

 2
= 1 .

d

d

D
Z

z

N
 




 

 

Заметив, что левая часть (14) является 
полным дифференциалом, интегрируем с уче-
том условий (15) и последнего соотношения 
обе части в пределах от 0 до z : 

 

   

2

2
20

0 0
0

2 =
2 4

1 .

h h
y y k y

E
Z k y

y


  

                 
(16) 

 

Это линейное дифференциальное урав-
нение второго порядка, теория которых пред-
ставлена в [7]. 

Фундаментальной системой решения для 
(16) является 

 

1 2= sin 2 ,    = cos 2
dz dz

y k y k
h h

   
   
      

 

с вронскианом 
 

1 2 1 2

2
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k
W y y y y

h
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Вводя функцию   = 2z k dz h   и 

обозначив правую часть (16) через  g z , 

можно записать общее решение в виде 
 

 

 

1 2

sin1
= sin cos cos

cos1
sin ,

g z dz
y C C

k h

g z dz

k h


     


 




(17) 

 

где 1C  и 2C  – постоянные интегрирования. 

Для расчета подынтегральных функций 
с помощью (11) и (12) можно записать 

 

 
  2 2

0 20
02

0 0 0

1 1
= 1 ,

Z Ez z
g z k y

y

    
          
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2
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k
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При расчете (17) можно воспользоваться 
интегралами [8]: 
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для = 1, 0,1, 2n  . 

Введем безразмерный параметр : 
 

0= .
2

h

k


                             
(18) 

 

Тогда (17) с учетом начальных условий 
(15) запишется в виде: 
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Анализ решения 
 

Полученное выражение является реше-
нием уравнения (1) на начальном участке рас-
пространения пучка 0 z S  , где S  опреде-
ляется из (8), на котором выполняется условие 
параксиального приближения (7). Здесь со-
хранены члены, обеспечивающие точность 
расчетов не хуже 1 %, что представляется 
приемлемым для практических применений. 

Решение (19) приобретает относительно 
простой вид в двух диаметрально противопо-
ложных случаях. 

Случай 1. Сильное внешнее магнитное 
поле, выполняется 

 

1,                                 (20) 
 

что означает, что на характерной длине  оги-
бающая пучка испытывает много фокусиро-
вок. 

Отбрасывая в (19) члены, пропорцио-
нальные 4  и 5 , запишем решение в пере-
менных r : 
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(21) 

 

На рассматриваемом участке z  , по-
этому последним членом в правой части мож-
но пренебречь в сравнении с предпоследним. 
Тогда огибающая представляет собой синусо-
иду, пульсирующую относительно параболы: 
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Случай 2. Слабое магнитное поле, т. е. 
 

1.                               (23) 
 

Аргументы тригонометрических функ-
ций в (19) становятся малыми, функции мож-
но разложить в ряд и, сохранив члены, про-
порциональные 2 , на участке 0 z S    
записать решение в виде 
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(24) 

 

В отсутствие поля =   и последний член 
исчезает. 

Проведенный анализ решения (19) де-
монстрирует правомерность введения крите-
рия фокусировки с помощью параметра . Ес-
ли 1  , т. е. магнитное поле оказывает 
слабое влияние на транспортировку пучка, 
огибающая расширяется по закону y  z3. При 

1  фокусировка доминирует над рассеяни-
ем, тогда y  z; огибающая испытывает пуль-
сации относительно указанной линии, причем 
амплитуда пульсаций пропорциональна 2 , а 
частота – обратно пропорциональна . В этом 
случае рост сечения пучка происходит намно-
го медленнее, также медленно увеличиваются 
эмиттанс и среднеквадратичный угловой раз-

брос 2 . 

Параметр  может быть выражен через 
индукцию магнитного поля B и длину пробега 
электрона в среде L с помощью соотношений 
(3), (9) и (12) 

 

0 0 0= .
m c

eB

 


                         
(25) 

 

Его можно представить через ларморов-
ский радиус LR  

 

0 0 0= ,L

m c
R

eB

 
 

 

представляющий собой радиус окружности, 
по которой будет двигаться в вакууме элек-
трон с импульсом 0 0 0m c   перпендикулярно 

магнитному полю B: 
 

2

0

0

= = .
1

L LR R

L

 
                    

(26) 

Это означает, что в сильных полях лар-
моровский радиус существенно меньше про-
бега электрона в данной среде. 

 
 

Заключение 
 

Получено аналитическое решение па-
раксиального уравнения огибающей электрон- 
ного пучка, распространяющегося в рассеи-
вающе-тормозящей газовой среде в однород-
ном магнитном поле. Полученное выражение 
обеспечивает точность расчетов на уровне 1 %, 
что является приемлемым при решении прак-
тических задач. 

Установлены границы применимости 
параксиального приближения, а именно пред-
ложен критерий оценки длины начального 
участка распространения пучка в газе, на ко-
тором он может считаться параксиальным.  
В частности, показано, что в водородной сре-
де этот участок составляет 40–50 %, а в воз-
душной – 10–15 % от длины пробега электро-
нов в соответствующем газе. 

 Предложен критерий оценки влияния 
магнитного поля на транспортировку пучка в 
рассеивающей среде. Проанализированы 
частные случаи транспортировки – в присут-
ствии сильного и слабого магнитного поля, 
для которых решение параксиального уравне-
ния приобретает относительно простой вид. 
Показано, что при слабом влиянии магнитного 
поля на транспортировку пучка ( 1 ) оги-
бающая расширяется по закону y  z3. При 
сильном же влиянии магнитного поля ( 1 ) 
фокусировка доминирует над рассеянием, се-
чение пучка растет существенно медленнее, 
чем в предыдущем случае, а его огибающая 
испытывает пульсации относительно линии 
y  z с амплитудой, пропорциональной 2 , и 
частотой, обратно пропорциональной . 
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