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Влияние конечного размера наночастиц на их пространственное  

распределение в жидкости в однородном световом поле 
 

В. И. Крылов, Г. Д. Иванова, И. Н. Егоршин  
 

Рассмотрена задача осаждения наночастиц в жидкости под действием сил светового 

давления. Определена зависимость концентрации наночастиц в жидкости от коор-

динаты, вдоль которой на частицы действует постоянная сила. Результат получен с 

учетом отталкивания наночастиц без учета их притяжения друг к другу. Показано, 

что найденная зависимость может существенно отличаться от полученной в рам-

ках модели идеального газа наночастиц.  
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Введение 
 

В настоящее время существует ряд экс-

периментальных и теоретических работ, по-

священных изучению движения наночастиц в 

прозрачных средах под действием интенсив-

ного электромагнитного излучения (см., на-

пример, [1–3]). В частности рассматриваются 

возможности образования под действием из-

лучения различных структур на подложке, ко-

торая представляет собой дно кюветы, содер-

жащей наносуспензию [4]. В теоретических 

работах [1–3] оптическое осаждение анализи-

ровалось в модели идеального газа наноча-

стиц, т. е. в этих работах пренебрегалось раз-

мерами наночастиц и их взаимодей- 
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ствием друг с другом. Понятно, что при дос-

таточно большой концентрации наночастиц, 

пренебрегать их взаимодействием уже нельзя. 

Обычно модели газа наночастиц с учетом их 

взаимодействия решаются численными мето-

дами [5–7]. 

В данной работе получено точное анали-

тическое решение задачи определения про-

странственного распределения находящихся в 

ограниченном объеме наночастиц, на которые 

действует внешняя сила (сила светового дав-

ления). Мы будем предполагать, что взаимо-

действие между наночастицами проявляется 

только в виде их отталкивания друг от друга 

(подобно модели жестких сфер). 

В уравнении состояния реального раз-

реженного газа отталкивание его молекул 

друг от друга проявляется в появлении пара-

метра b  величиной порядка объема молекулы 

во втором вириальном коэффициенте. При пе-

реходе к рассмотрению реального газа с про-

извольной плотностью, эта величина стано-

вится подгоночным параметром в каком-либо 

интерполяционном уравнении. Подобный 

подход можно применить и к взаимодейст-

вующим наночастицам, которые находятся в 

жидкости в равновесном состоянии. 

Действительно, наночастицы, находя- 

щиеся в макроскопическом, но малом объеме V 
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по сравнению с объемом кюветы, можно рас-

сматривать, как квазизамкнутую и статисти-

чески независимую подсистему с переменным 

числом частиц, а вероятность найти подсис-

тему в некотором состоянии определяется 

большим каноническим распределением [8], 

содержащим потенциальную энергию. Если ее 

можно представить в виде парных, тройных  

и т. д. взаимодействий между частицами,  

то термическое уравнение состояния 

, ,P P V T N  (T – температура (в дальней-

шем используем энергетические единицы),  

N  – среднее число частиц), для достаточно 

разреженного «газа» наночастиц можно запи-

сать в вириальной форме, также как и для 

обычного реального газа. При переходе же к 

произвольной плотности наночастиц, вири-

альное уравнение по аналогии с реальным га-

зом можно заменить одним из интерполяци-

онных уравнений [8, 9], наиболее известные 

из которых – уравнение Ван-дер-Ваальса, пер-

вое и второе уравнения Дитеричи и уравнение 

Бертло [9]. Причем, если пренебречь притя-

жением между наночастицами, то все четыре 

вышеперечисленные уравнения состояния для 

однородной наносуспензии будут иметь оди-

наковый вид: 
 

.P V bN NT                      (1)  

 

Данное выражение позволяет опреде-

лить зависимость концентрации n от коорди-

наты z, вдоль которой на наночастицы дейст-

вует постоянная сила F. 
 

 

Постановка задачи и основные результаты 
 

Пусть N  наночастиц находятся в кюве-

те с жидкостью. Ее объем равен Sh  ( S  – 

площадь основания, h  – высота). Сначала на-

ножидкость однородна с концентрацией нано-

частиц /n N Sh . В некоторый момент вре-

мени на каждую наночастицу начинает 

действовать внешняя постоянная сила F = (0, 

0, –F), направленная антипараллельно оси z  

декартовой системы координат, причем, плос-

кость 0z  соответствует основанию кюветы. 

Очевидно, что после «включения» внешней 

силы концентрация наночастиц начнет изме-

няться, и за достаточно большой интервал 

времени (физически бесконечно большой) ус-

тановится термодинамическое равновесие. 

Причем, для наножидкости, находящейся в 

тонком слое Sdz , где ее можно считать одно-

родной, будет выполняться уравнение состоя-

ния (1), если в нем заменить V  на Sdz  и N  на 

dN . Тогда, введя SdzdNn /  – концентрацию 

наночастиц в сечении наножидкости с коор-

динатой z , перепишем (1) в виде 
 

/ 1 ,P nT bn                      (2)  

или 

/ ( )n P Pb T .                      (3) 
 

Подставляя (3) в очевидное выражение 
 

,dP nFdz  
 

и интегрируя его, получим: 
 

0 0( ) ln( / ) ( / ),b P P T P P Fh z h
    

 (4)  
 

где 0P  – давление «газа» наночастиц при 

0z . 

Подставляя (2) в (4) и введя безразмер-

ный параметр TFhq / , нетрудно найти: 
 

0 0

0

( / ) / 1 / 1

(1/ ) ln( / ((1 ) )) ( / ),

b q n bn n bn

q nT bn P z h      
 (5)  

 

где в соответствии с (3) TbPPn 000 / .  

Для того, чтобы сравнивать зависимости 

(5) с формулой Больцмана (для концентрации 

идеального газа), перепишем эту формулу в 

виде 
 

)/()/ln()/1( 0 hznnq  ,                (6)  
 

а параметры 0n  и 0P  выразим через n , при 

этом учтем, что в (5) и в (6) они определяются 

различными математическими выражениями.  

Очевидно, что для (6) такая задача реша-

ется простым интегрированием, если восполь-

зоваться (6) и (3) с 0b : 
 

1

0
0

0

exp( ) 1 ,qn
N Sh n qz dz Sh e

q
 

 

где hzz /~ . 

Тогда 
 

qe

qn
n

1
0  .                         (7)  
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Для определения через n  соответст-

вующих параметров, входящих в (5) (т. е. при 

0b ), воспользуемся очевидным соотноше-

нием 
 

dnzShzdzShnznzShd ~~)~())~(~( .         (8)  
 

Интегрируя (8) по z~  от нуля до едини-

цы, а по n  от )0(0 nn  до )1(1 nn  и учиты-

вая, что 

zdznShN ~)~(
1

0

, 

получим: 

dnzShShnN
n

n

1

0

~
1 .                 (9)  

 

Подставляя в (9) выражение (5) и прове-

дя элементарное интегрирование, получим: 
 

1

0
101

0

0
1 ln

1

P

P
nnn

Tn

P

q
nn .     (10)  

 

Положив в (5) hz  и умножив обе час-

ти этого выражения на 1n , запишем его в виде: 
 

T

PPb
nqn

P

P
n

)(
ln 01

11

1

0
1 .           (11)  

 

Заменяя в (10) слагаемое, содержащее 

логарифм, на правую часть выражения (11), 

после достаточно простых, но несколько гро-

моздких вычислений, получим: 
 

2
0

00

0

0
1

1)/(1

/

bnnqnbq

bnnqnqn

nqTPb

nqTP
n .  (12)  

 

Используя (2), запишем (5) при hz  в 

виде: 
 

q
P

P

bn

n

bn

n
b

0

1

0

0

1

1 ln
11

.         (13)  

 

Подставляя в (13) величину 1n , опреде-

ляемой правой частью выражения (12), най-

дем: 
 

q
P

P
nbq

1

0ln , 

или 

)]1(exp[10 nbqPP .              (14)  

Снова используя (2), получим из (14) 

значение наибольшей концентрации наночас- 

тиц при 0z  
 

)]1(exp[1
0

nbqnbq

nq
n .          (15)  

 

Нетрудно заметить, что выражение (15) 

совпадает с формулой (7) при 0b . 

Подставляя (15) в (12) получим значение 

1n  – наименьшей концентрации наночастиц 

при hz : 
 

)]1(exp[)1(1

)]1(exp[
1

nbqnbq

nbqnq
n .        (16)  

 

Несложно проверить, что при 0b  вы-

ражение (16) будет совпадать с формулой, оп-

ределяющей наименьшую концентрацию не-

взаимодействующих наночастиц, которую 

нетрудно получить из )/exp(0 TFznn  и (7).  

Наконец, используя (2), (5) и (15), най-

дем z~  как функцию nnn /~ : 
 

1 exp[ (1 )] (1 )]

1 1 1
ln ln ,

1 exp[ (1 )]

b bn
z

q b q nb

nb q

q n q q b
    

 (17)  

 

где введен безразмерный параметр 

)/(
~

ShNbbnb , численное значение кото-

рого порядка величины относительного объе-

ма всех наночастиц.  
 

 

Анализ полученных результатов 
 

Из выражения (17) следует, что зависи-

мость )~(~~ nzz  (или )~(~~ znn ) включает в  

себя только два безразмерных параметра 

ShbNb /
~

 и TFhq / . 

Уже из формулы (2) следует, что 

1~~
00 nbbn . Если теперь воспользоваться 

выражением (15), то получаем неравенство 

)]
~

1(exp[10 bq , т. е. b
~

 также должно 

быть меньше единицы. В дальнейшем мы бу-

дем рассматривать 00001,0
~
b . В соответст-

вии с соображениями, изложенными в [3, 10], 

для наночастиц с радиусами 
60,5 10 см. ве-
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личина параметра q  (при 300 KT  и 1h  см) 

может достигать значений порядка 10
7
, когда 

лазерное излучение с длиной волны 0,5 10
-4

 см 

и мощностью в 1 Вт сфокусировано в пятне с 

радиусом его длины волны [3]. Понятно, что 

для одномерного приближения радиус лазер-

ного пучка должен быть близок к радиусу ос-

нования кюветы, поэтому, чтобы сила, прило-

женная к каждой частице, не изменилась, 

мощность излучения должна быть выше, что 

можно реализовать с помощью современных 

квантовых генераторов.  

Численный анализ функций (17) и (6) 

(или (17) с 0
~
b ) показал, что при значении 

параметра 00001,0
~
b  они начинают заметно 

отличаются друг от друга, если 410q , но 

наиболее существенное отличие происходит 

при 610q .  

На рисунке 1, а и б показаны графики 

функций (17) с 710q  и 00001,0
~
b  на пере-

крывающихся интервалах: 100,1~n  и 

0
~,10~ nn  ( 0

~n = 99009,90099), соответствен-

но. На рисунке 2, а и б показаны графики 

функций (6) с 710q  также на перекрываю-

щихся интервалах: 1, 100n  и 0
~,10~ nn   

( 0
~n

 
= 10

7
), соответственно. Нетрудно заме-

тить, что построенные кривые существенно 

отличаются друг от друга при всех n~ . Отме-

тим, что, как следует из (15), при стремлении 

параметра q  к бесконечности, максимальная 

концентрация 0
~n  ограничена величиной b

~
/1 : 

bn /10 , тогда как 0
~n  (при 0

~
b  см., также 

(7)) стремится к бесконечности. Таким обра-

зом, в выражениях (15), (17) учтен эффект не-

сжимаемости наножидкости. То, что приве-

денные на рисунках графики построены не от 

значения 4342895

1 4,07 10n  для функции (17), 

и не от 4342938

1 4,07 10n  для функции (6), 

связано с тем, что, при выбранном q , у дна 

кюветы создается относительная концентра-

ция частиц с чрезвычайно большим градиен-

том в очень тонком слое толщиной порядка 

10
-5

h, поэтому, чтобы заметить отличие кри-

вых )~(~ nz  от осей абсцисс и ординат, при зна-

чениях ]~,~[~
01 nnn  и ]1,0[~z , высота и ши-

рина каждого графика должны быть порядка 

10
5
 см. 

 

 

 z   

10   20   30  40   50   60  70   80  90  100 

z   
0,0000116 

0,0000115 

0,0000114 

0,0000113 

0,0000112 

n   

10000     30000      50000     70000      90000 

n   

0,000002 

0,000004 

0,000006 

0,000008 

0,000010 

 
а              б 

 

Рис. 1 (а, б). Функции )~(~~ nzz , определяемые выражениями (17) при 00001,0
~
b  и 710q . 

 



Прикладная физика, 2020, № 3 
 

15 

 z   

10  20  30  40  50  60  70   80  90 100 

z   

1,6 10
-6

 

n   

0       2 10
6
    4 10

6
    6 10

6     
8 10

6     
1 10

7
 

n   

1,5 10
-6

 

1,4 10
-6

 

1,3 10
-6

 

1,2 10
-6

 

1,2 10
-6

 

1 10
-6

 

8 10
-7

 

6 10
-7

 

4 10
-7

 

2 10
-7

 

0 

 
а          б 

 

Рис. 2 (а, б). Функции )~(~~ nzz , определяемые выражениями (6) при 0
~
b  и 710q . 

 

 

Заключение 
 

Таким образом, использование для на-

хождения концентрации наночастиц (как 

функции координат) сравнительно простых 

принципов равновесной статистики вместе с 

интерполяционными термическими уравне-

ниями, в которых учитывается объем наноча-

стиц, приводит к существенному отличию (17) 

от результатов, ранее найденных в литературе, 

когда объем наночастиц не учитывался.  

Полученные выражения (15)–(17) де-

монстрируют возможность управления нано-

частицами в жидкости для формирования тон-

копленочных структур при помощи лазерного 

излучения и представляют интерес для разра-

ботки оптических методов управления части-

цами, а также для методов нелинейной оптики 

и диагностики жидкофазных сред.  

 

____________________ 
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The problem of the deposition of nanoparticles in a liquid under the action of light pressure 

forces is considered. The dependence of the concentration of nanoparticles in a liquid on the 

coordinate along which a constant force acts on the particles is determined. The result was 

obtained taking into account the repulsion of nanoparticles without taking into account their 

attraction to each other. It is shown that the found dependence can significantly differ from 

that obtained in the framework of the model of an ideal gas of Nanuparticles. 

 

Keyword: nanosuspension, light pressure, deposition of Nanoparticles, inhomogeneous 

concentration. 
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