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Построение ВАХ вакуумного диода на основе численного решения  

уравнения Власова–Пуассона 
 

И. В. Куликова 
 

В работе представлена апробация численного метода решения уравнений Власова-

Пуассона на примере построения ВАХ плоского вакуумного диода с тепловым разбро-

сом носителей заряда по скоростям. 

В инженерной практике проектирования электронных пушек для импульсных элек-

тровакуумных приборов СВЧ необходимо с высокой точностью определять напряже-

ние запирания. Используемая в оптимизационных расчётах модель эмиттера, осно-

вана на представлении эмиссионной поверхности множеством плоских диодов с 

бесконечной эмиссионной способностью. Каждый плоский диод описывается законом 

степени 3/2, что приводит к завышению значения напряжения запирания пушки, по-

скольку не учитывается тепловой разброс электронов по скоростям. 

Использование кинетического уравнения для моделирования транспорта носителей 

заряда в прикатодной области электронной пушки повышает точность определения 

формы потенциального барьера, обусловленного пространственным зарядом элек-

тронного потока в широком диапазоне приложенных напряжений. В отличие от 

стационарного метода крупных частиц, используемого в оптимизационных расчётах 

электронных пушек, кинетическое уравнение позволяет моделировать процесс отра-

жения электронов от потенциального барьера и не требует применения интерполя-

ции для расчета плотностей тока и заряда. 

Уравнения Власова-Пуассона было решено методом контрольных объёмов. 
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Введение 

 

В настоящее время для моделирования 

ЭОС применяют программные комплексы, 

построенные на методе крупных частиц. Су-

ществуют как коммерческие пакеты [1], так и 

пакеты, разработанные в компаниях, выпус-

кающих электровакуумные приборы [2–5]. 
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Метод крупных частиц разрабатывается с 60-х 

годов прошлого столетия [4, 6]. Тем не менее 

он обладает рядом недостатков, а именно [7, 8]: 

–  данный метод применяют зачастую на 

структурированных сетках, поскольку на не-

структурированных сетках процедура расчета 

плотности заряда и плотности тока усложня-

ется и требует значительного расчетного вре-

мени; 

–  для расчета плотности тока и заряда 

необходимо большое количество частиц и со-

ответственно рассчитанных траекторий, кото-

рые занимают приличный объем памяти, кро-

ме того серьезной задачей является 

распределение объемного заряда, вносимого 

пучком траекторий, по сетке. 
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Отдельно стоит отметить применяемые в 

данном методе модели эмиттеров. В оптими-

зационных расчётах на этапе проектирования 

ЭОС используют модель Чайлда–Ленгмюра 

или закон степени трех вторых, которая опи-

сывает эмиттер с бесконечной эмиссионной 

способностью. Ограничение эмиссии электро-

нов обеспечивается пространственным зарядом 

электронного потока в статическом режиме 

работы [9, 10] и описывается следующим вы-

ражением: 
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где j – плотность тока; 0 – электрическая по-

стоянная;  = qe / me – отношение заряда к мас-

се для электрона; U – потенциал; d – некото-

рое пробное расстояние, отсчитываемое от 

эмиттирующей поверхности катода по норма-

ли к поверхности (sampling distance). 
При выводе выражения (1), описываю-

щего ВАХ плоского диода с расстоянием ка-
тод–анод равным d, были введены следующие 
допущения: нулевые начальные скорости 
электронов на поверхности и нулевое значе-
ние потенциала эмиттера, т. е. провисание по-
тенциала ниже нуля возле катода при расчете 
траекторий движения электронов не учитыва-
лось. Эти допущения приемлемы для боль-
шинства режимов работы ЭОС, поскольку ве-
личина провисания обычно не превышает 
единицу вольта даже при плотности тока по-
рядка 100 А/см

2
, а расстояние, на котором на-

ходится максимум потенциального барьера не 
превышает десятки микрон. Однако, при мо-
делировании процесса запирания электронных 
пушек модель Чайлда–Ленгмюра даёт не-
сколько заниженные значения запирающего 
напряжения, которое является одним из важ-
нейших параметров ЭОС импульсных ЭВП. 
Кроме того, вопрос об адекватном выборе па-
раметра d не имеет однозначного решения. 

Таким образом, разработка модели плос-
кого диода, позволяющей определять положе-
ние максимума потенциального барьера с учё-
том теплового разброса электронов по 
скоростям во всём диапазоне ускоряющих на-
пряжений, является актуальной задачей, по-
скольку такая модель может быть использова-
на для повышения точности расчёта 
запирающих напряжений и уточнения пара-
метра d в упрощённой модели (1). 

Математическая постановка 

 

Электронный поток является одноком-

понентной холодной плазмой, процессы в ко-

торой удобно описывать кинетическим урав-

нением Власова. Основное преимущество 

метода А. А. Власова его простота и возмож-

ность описывать частицы протяженной функ-

цией в пространстве координат и скоростей 

[11, 12].  

Уравнения, описывающие бесстолкно-

вильное поведение электронного газа в ва-

кууме с учетом дальних взаимодействий, ко-

торыми являются кулоновские, представлены 

ниже [11]: 
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где , ,f f v r t  – функция распределения; t – 

время; v  – скорость; r  – радиус-вектор; E  – 

напряженность электрического поля; H  – на-

пряженность магнитного поля; 0  – магнит-

ная постоянная;  – потенциал;  – объемная 

плотность заряда; n – концентрация; J  – 

плотность тока. 

Кроме расчета распределения заряда, 

потенциала и электрического поля, которые в 

литературе зачастую приводятся в качествен-

ном виде [10, 13], в настоящей работе решает-

ся задача количественного расчета ВАХ дио-

да. ВАХ, в отличие от распределения 

объёмной плотности заряда и электростатиче-

ского потенциала, показывает, что предло-

женная модель работает во всём диапазоне 

ускоряющих напряжений. 

Для одномерного случая без магнитного 

поля система уравнений (2) будет иметь сле-

дующий вид: 
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Для первых двух уравнений необходимы 

граничные условия. Для уравнения Пуассона 

на катоде задавался нулевой потенциал, а на 

аноде напряжение: 
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.

x

x x U
                       (4) 

 

Для уравнения Власова в фазовом про-

странстве координат и скорости граничные 

условия будут следующие: 
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Функция распределения f0 может быть 

получена из функции Максвелла–Больцмана 

либо Ферми–Дирака, описывающих плотность 

вероятности распределения электронов по 

энергиям. Условием нормировки для функции 

f0 на эмиттере будет являться равенство инте-

грала 
0f vdv  плотности тока насыщения, оп-

ределяемой по формуле Ричардсона–Деш-мана. 

Неравенство нулю функции распределения на 

катоде в области положительных скоростей 

описывает эмиссию электронов, в то же время 

равенство нулю функции распределения на 

аноде говорит об отсутствии эмиссии. 

В работе [14] было проведено сравнение 

экспериментальных данных распределения 

электронов по энергиям с распределением 

Максвелла–Больцмана и Ферми–Дирака. В ней 

предлагают использовать функцию Ферми–

Дирака, как наиболее близкую к эксперимен-

тальным данным [14]: 
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где 
fE  = 0,55 0,6 эВ – энергия Ферми; k – по-

стоянная Больцмана; T – температура катода. 

Для представления зависимости функ-

ции распределения (f0) на катоде от скорости 

подставим в (6) выражение для кинетической 

энергии с учетом того, что скорости положи-

тельные, и перенесём все постоянные в коэф-

фициент CNorm, получим: 
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Плотность тока насыщения рассчитаем 

по выражению Ричардсона–Дешмана: 
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где A – термоэлектрическая постоянная; h – 

постоянная планка; qe out – работа выхода 

электронов. 

Зная значение плотности тока насыще-

ния, можно рассчитать коэффициент CNorm и 

получить граничное условие для уравнения 

Власова на катоде для положительных значе-

ний скорости. 
 

 

Алгоритмы и реализация 
 

Система уравнений (3) с соответствую-

щими граничными условиями (4)–(5) была 

решена численно, итерационным методом [15]. 

Для численного решения уравнения Вла-

сова была применена схема расщепления [15]: 
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где f1, f2 – вспомогательные функции на теку-

щем шаге интегрирования по времени, удов-

летворяющие условию: 
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где i – шаги по времени. 

Уравнения (9) представляют собой два 

уравнения переноса. Для их численного реше-

ния была использована схема «MUSCL-CUS» 

с функцией ограничителем «Superbee» [16]. 

Начальные условия для функции рас-

пределения: 
 

0,  ,   0.f t x v
             

    (10) 
 

Итерационный алгоритм для решения 

системы (3) был следующим: 

1) Расчет функции f1. 

2) Расчет концентрации n, объемной 

плотности заряда  по соответствующим вы-

ражениям. 

3) Расчет потенциала  и напряженности 

электрического поля E. 

4) Расчет функции f2. 

5) Расчет невязки . 

Отдельно стоит остановиться на невязке. 

В методе крупных частиц обычно для расчета 

невязки используют распределение потенциа-

ла. Первоначально было принято решение ис-

пользовать также потенциал. Однако в мето-

дике используется нестационарное уравнение 

Власова и расчет необходимо продолжать по-

ка переходные процессы не прекратятся. Ус-

тановление тока представляет собой колеба-

тельный процесс с постепенным затуханием. 

Важно, что распределение потенциала не 

сильно меняется от одного момента времени к 

другому, в то время как ток изменяется замет-

но и «стационарная» ВАХ диода, посчитанная 

с использованием невязки по потенциалу, вы-

глядела негладкой, поскольку рассчитанный 

ток относился к разным моментам времени 

переходного процесса. Поэтому было принято 

решение для расчета невязки при моделирова-

нии стационарного режима использовать 

плотность тока. Этот подход дал хороший ре-

зультат (рис. 1). На рис. 1 представлены ВАХ 

одномерного вакуумного диода, рассчитанные 

с учетом теплового разброса скоростей, рас-

считанного по распределению Максвела–

Больцмана и Ферми–Дирака, а также ВАХ, 

рассчитанная по закону 3/2, в котором тепло-

вой разброс скоростей электронов и ограни-

чение по току не учитываются. 
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Рис. 1. ВАХ вакуумного диода. 1 – расп. Максвелла–

Больцмана; 2 – расп. Ферми–Дирака; 3 – закон 3/2. 
 

На рис. 2–4 представлены результаты 

моделирования для вакуумного одномерного 

диода со следующими характеристиками: 

длина 40 мкм, T = 1323 K, out = 1,8 В. 

Форма провисания потенциала хорошо 

согласуется с результатами, приведенными в 

работах [10, 11]. На рис. 4 представлена функ-

ция распределения в фазовом пространстве 

при различных напряжениях на аноде. 
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Рис. 2. Распределение потенциала при различных значениях напряжения не аноде. 
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Рис. 3. Распределение концентрации электронов в диоде при различных значениях напряже-

ния на аноде. Графики построены в полулогарифмическом масштабе. 
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Рис. 4. Функция распределения электронов в фазовом пространстве при различных значениях напряжения 

на аноде. 
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Заключение 
 

Разработанная методика дает хорошие 

результаты во всем диапазоне напряжений и 

позволяет моделировать поведение электрон-

ного пучка в любом режиме работы от запи-

рания до режима насыщения. Расчет невязки 

по плотности тока позволяет не только наиболее 

точно рассчитать плотность тока и потенциал, 

но и построить «стационарную» ВАХ диода. 

В разработанном подходе нет необходи-

мости рассчитывать траектории и для расчета 

плотности заряда и тока использовать различ-

ные методы интерполяции и пересчета тока 

траекторий в пространственные функции рас-

пределения. 
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In this paper we explore current-voltage characteristic of the vacuum tube diode by numerical 

simulation Vlasov–Poisson equation, taking into account the thermal distribution of electron 

speeds. 

Vlasov equation is good describing time evolution of the distribution function of electron gas 

with long-range interaction in vacuum tube. So we can describe motion of electrons reflected 
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by space charge potential barrier, unlike steady-state particle-in-cell methods used in engineer-

ing practice. 

When designing electron guns for pulse vacuum electron devices we need to predict their cut-

off voltages with high accuracy. Emitter model used in optimization calculations is based on 

representation of the emission surface by set of flat diodes with infinite emissivity confined by 

space charge. These diodes are described by Child–Langmuir law, which overstates cut-off 

voltages. It happens because of thermal distribution of electron speeds is neglected. 

Vlasov–Poisson equations used for electron transport simulation increase computation accu-

racy of the potential barrier shape in broad anode voltage range. 

 

Keywords: the Vlasov–Poisson equation, the finite volume method, CVC of vacuum tube diode. 
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