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 ФИЗИКА ПЛАЗМЫ  
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О спектрах собственных волн в плазменном волноводе  
при наличии столкновений 

 
С. А. Двинин, О. А. Синкевич, Д. К. Солихов, З. А. Кодирзода 

 
Аналитически и численно исследованы дисперсионные характеристики поверхност-
ных и затухающих волн в структуре «металл–диэлектрик–плазма–диэлектрик–
металл» при наличии столкновений. В этой системе при отсутствии поглощения и 
переходе плотности электронов через удвоенную критическую величину происходит 
перестройка структуры собственных волн, связанная с появлением поверхностных 
волн. В поглощающей плазме также происходит перестройка, однако номера переза-
мыкающихся мод зависят от размеров структуры и соотношения частоты столкно-
вений электронов и частоты поля. Корректный учет данного процесса существенен 
при аналитическом анализе структуры поля в плазменных реакторах, при конструи-
ровании плазменных антенн и решения других задач электродинамики плазмы. 
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Дисперсионные характеристики плаз-

менного волновода важны для анализа техни-
ческих параметров различных устройств – 
плазменных антенн, плазмохимических реак-
торов [1, 2] (в емкостном ВЧ-разряде роль  
диэлектрика выполняют слои пространствен-
ного заряда), плазменных двигателей [3–6], 
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устройств управления электромагнитным  
полем (фотонных кристаллов) [7–9], мета- 
материалов (сред с  < 0 и  < 0) [10, 11]. Ха-
рактерной особенностью этих волноводов в 
отсутствии потерь является возможность рас-
пространения волн с постоянной распростра-
нения, обращающейся в бесконечность при 
определенных конечных значениях диэлек-
трической проницаемости. Например, в ча-
стично заполненных плазмой волноводах 
происходит качественное изменение системы 
собственных функций при переходе плотно-
сти электронов через удвоенную крити- 
ческую. Наличие поглощения запрещает об-
ращение постоянной распространения волн в 
бесконечность [12]. При этом изменение их 
поведения в окрестности точки перестройки 
(ReP  –1) в отсутствии и при наличии по-
глощения до сих пор не исследовано, хотя, как 
показано в работах [13, 14], этот вопрос прин-
ципиален для расчетов плазменных техно- 
логических реакторов и других высокочастот-
ных устройств. Часто для расчета дисперси-
онных кривых плазменного волновода ис-
пользуют теорию возмущений, используя в 
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качестве невозмущенной моды одну из волн 
пустого волновода [15]. Из результатов дан-
ной работы следует, что выбор основной мо-
ды для использования теории возмущений 
оказывается нетривиальной задачей и зависит 
даже от такого параметра, как частота столк-
новений электронов. 

Целью данной работы является аналити-
ческое и численное исследование диспер- 
сионных характеристик поверхностных и за-
тухающих волн в структуре «металл–
диэлектрик–плазма–диэлектрик–металл» при 
наличии столкновений. 

 
 

Дисперсионное уравнение 
 

Рассмотрим трехслойный плазменный 
волновод, состоящий из слоя однородной 
плазмы с диэлектрической проницаемостью P 
размером 2L с расположенными по бокам ди-
электрическими слоями толщиной d с прони-
цаемостью 1 равной 1, окруженными метал-
лическими стенками. Пусть h – постоянная 
распространения поверхностной волны вдоль 
структуры, H = hL – ее безразмерный вариант, 

2 2
pP h k L   , 2 2A h k L  , k = /c,  – 

частота волны, с – скорость света, 

1p C Cn n i n n      ,  2 2 24Cn m e     , 

e, m – заряд и масса электронов, n – их плот-
ность,  – эффективная частота столкновений 
электрон-нейтрал. Дисперсионное уравнение 
для такого волновода (с одинаковыми и раз-
ными размерами диэлектрических слоев) рас-
сматривались неоднократно [16–18] и для 
симметричных волн имеет вид [18]: 

 

   th th 0.PD A Ad L P P     (1) 
 

Уравнение (1) содержит две периодиче-
ские функции  th Ad L  и  th P  комплексного 

аргумента, зависящие от p , поэтому положе-

ние его корней на комплексной плоскости бу-
дет изменяться с изменением плотности элек-
тронов сложным образом. В данной работе 
нас интересует прежде спектр поверхностных 
волн и наиболее глубоко проникающих в 
плазму нераспространяющихся мод. Мы огра-
ничимся рассмотрением случая 

 

 d << L.                             (2)  

В этом случае комплексную плоскость 
переменной P можно разбить на участки 

2 Im 2Ad L   , 2 Im 3 2Ad L    , 3 2   

Im 5 2Ad L    и т. п. Расчет показывает, что 
кривые, описывающие перемещение корней 
дисперсионного уравнения (1) при изменении 
плотности и частоты столкновений электро-
нов, в условиях (2) всегда лежат в пределах 
одного участка. Далее мы будем рассматри-
вать моды поля, удовлетворяющие условию 

 

ImAd/L < π/2,                         (3) 
 

так как именно эти моды ответственны за 
поддержание емкостных ВЧ-разрядов [13, 14]. 
Выполнение условия (3) практически означает 
ограничение на значение плотности электро-
нов 

 

       2 2 222 4 Im .Cn n L d P kL          (4) 
 

Все рассматриваемые ниже аналитиче-
ские асимптотики (но не численные решения) 
предполагают выполнение этого условия. 

 
 

Классификация решений 
 
Численное решение уравнения (1) пока-

зывает, что можно выделить несколько раз-
личных видов поведения решений. 

1. Плазма без поглощения [16–18]. Су-
ществуют следующие типы волн. 

1.1. Поверхностная волна. Появляется 
при 1P   , при этом постоянная распростра-

нения h (а также поперечная постоянная рас-
пространения p) стремятся к бесконечности. 
При P   постоянная распространения по-
верхностной волны h стремится к k  (соответ-

ственно 1 Pp ik  ). 

1.2. Квази-ТЕМ-волна (Волна, которая 
переходит в ТЕМ волну в пустом волноводе, 
ограниченном двумя металлическими плоско-
стями при P  1). При P  1 и P  0 имеем 
P  0 и h  k. При отрицательных диэлек-
трических проницаемостях эта волна превра-
щается в первую нераспространяющуюся  
моду. Для P   получаем pL  i/2 и 

 22 2Ph k L    . 

1.3. Нераспространяющиеся моды. При 
P  + имеем pL  i(/2 + n), n = 0, 1, 2, …, . 
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При P  – эти моды стремятся к другому 
предельному значению pL  i(/2 + n + 1). 

2.  Слабо поглощающая плазма 
( 1  ). 

2.1. Поверхностная волна. В этом случае 
постоянная распространения при ReP  –1 
не может обращаться в бесконечность. С дру-
гой стороны, поскольку зависимость постоян-
ной распространения от диэлектрической 
проницаемости представляет собой непрерыв-
ную функцию, она не может оборваться в ко-
нечной точке. Поэтому происходит перезамы-
кание ветвей. Расчеты показывают, что при 
приближении диэлектрической проницаемо-
сти к резонансному значению (n = 2nC) посто-
янная распространения резко уходит в ком-
плексную область, а затем начинает 
уменьшаться ее действительная часть и при 

0P   ветвь замыкается на одну из ветвей не-

распространяющихся (высших) мод. Номер 
моды зависит от отношения (/) и геометрии 
плазменного волновода (см. ниже рис. 3). При 
/ = 0,2 и решении полного уравнения (1) 
поверхностная волна (рис. 1, кривая S) замы-
кается с шестой высшей модой. При 
/ = 0,01 – с восьмой модой. Обозначим  
номер моды, c которой происходит перезамы-
кание, как m. 
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Рис. 1. Постоянная распространения H как функция 
плотности электронов. Первые четыре моды (1–4) и 
поверхностная волна (S). Частота поля 135,6 МГц, 
полуширина плазмы L – 4 см, толщина слоя d – 3 мм, 
/ = 0,2. 

 
2.2. Поведение квази-ТЕМ-волны (1, 1) 

качественно в сравнении с предыдущим слу-

чаем не изменяется, только появляется зату-
хание в области распространения (ImH > 0 
при ReP > 0) и изменение фазового сдвига в 
области нераспространения (ReH > 0, при 
ReP < 0). 

2.3. Для затухающих волн с номером 
n m  (кривые 2, 2, 3, 3, 4, 4) асимптотиче-
ское поведение не изменяется, т. е. предель-
ные значения постоянных распространения 
при P    остаются различными и совпа-

дают с их значениями в непоглощающих 
плазменных волноводах. Дисперсионные кри-
вые для волн пп. 2.2. и 2.3 могут быть рассчи-
таны с помощью теории возмущений, если 
взять за основу волны в непоглощающей среде.  

2.4. Дисперсионные кривые волн с n m  
перезамыкаются, и их предельные значе- 
ния при P    становятся одинаковыми 

 2pL i n   , n = 0, 1, …, . Переход от од-

ной моды к другой происходит в окрестности 
плотности электронов, для которой 
Re 1p   . Для этих волн теорию возмущений 

необходимо строить по аналогии с [15], зада-
вая структуру поля невозмущенной волны. 
Зависимость постоянной распространения 
этих волн от плотности электронов аналогич-
на приведенным на рис. 2 кривым 4, 4, 5, 5. 
Для некоторых кривых на рис. 1 и последую-
щих масштаб увеличен в 10 раз. 
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Рис. 2. Постоянная распространения H как функция 
плотности электронов. Все данные, как на рис. 1, но 
/ = 1. 

 
3.  Сильно поглощающая плазма 

( 1   ). Известно, что замедление поверх-
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ностных волн связано с противоположным 
направлением потоков энергии в диэлектриче-
ском слое и в плазме [17, 18]. При сильном 
поглощении второй поток энергии пренебре-
жимо мал, поэтому поверхностные волны от-
сутствуют (кривые 1, 1 рис. 2), превращаясь 
при P   в ТЕМ-волну, распространяю-

щуюся по диэлектрическому слою между 
плазмой и металлом. Высшие моды ( 1n  , ин-
декс 0n   оставляем за квази-ТЕМ-волной) 
при Re P    имеют такие же зависимости 

от плотности электронов, как и кривые 4, 4,  
5, 5 на рис. 2. 

4.  Промежуточная область ( 1   , 

реально 0,7 3     для условий рис. 1 и 2). 
Слабозатухающие поверхностные волны от-
сутствуют, однако в области малых ReP по-
ведение первых трех мод имеет сложный ха-
рактер (рис. 2), например, при / = 1 
перезамыкаются не только квази-ТЕМ (1) мо-
да и квази-поверхностная волна, но и 2 и 3 
мода. Более высокие моды ведут себя так же, 
как и моды 4 и 5. 

 
 

Приближенные аналитические решения 
 

Проверить точность численных расчетов 
удобнее, перейдя к новой зависимой перемен-
ной P. При этом в определенных областях па-
раметров плазмы и для некоторых мод воз-
можно получение аналитических решений 
уравнения (1) в приближении Ad/L << 1, когда 
уравнение принимает вид 

 

 2 th 0.PD A d L P P                     (5) 
 

Перечислим эти случаи. 
1. Поведение решения при |P|   

(конечные постоянные распространения). 
Высшие нераспространяющиеся моды: 

при P   из (1) следует  th P i  , 

 1 2nP P ip n   . В этом случае учет по-

правки первого приближения по 
1

P

  приво-

дит к результату 
 

 

      1
2 2

2

1 2 1 +1 .P P

P i n

n k dL


   

          
 

    (6) 

Полученная формула справедлива, пока 
1nP P  . При малых потерях поперечная 

постоянная распространения P уменьшается с 
уменьшением плотности электронов. При 
больших потерях наоборот, P растет. 

2.  Поведение решения при |P|  0 
(квази-ТЕМ-волна). 

Можно получить аналогичные решения 
при |P|  0. При этом  th 0P  , 

 0
nP P i n   . Это приближение не реали- 

зуется при 1   . Для квази-ТЕМ-волны  
n = 0 и tanh P P . Поэтому 

 

   2 2 2 1 ,P P PP k L L d           (7) 
 

3.  Поведение решения при |P|  0 
(высшие моды). 

Используя аналогичный предыдущему 
пункту подход, получим выражение (n – но-
мер моды): 

 

  
 

2 2 2 2 1
.

2
P P

P

d n k L
P i n

i nL L d

    
  

  
        (8) 

 
4.  Дисперсия поверхностной волны. 

Для поверхностной волны как при |P|  0, 
так и при P   имеем P   и  th 1P  . 

В этом приближении из уравнения (1) следует 
 

     

   

1

1 , 2

2

2

2 1 .

P

P P

P kL kd

kd





   

    
          (9) 

 
Реально эта формула имеет хорошую 

точность при ReP > 1, качественно правильно 
описывает кривую при ReP > 1 и непримени-
ма при ReP < 1. В отсутствии поглощения ре-
шение с одинаковыми знаками обоих слагае-
мых соответствует поверхностной волне. 
Второе решение должно было бы описывать 
квази-ТЕМ-волну, однако поскольку прибли-
жение Re 1P   не выполняется, вместо него 
необходимо использовать соотношение (8). 
Сравнение различных приближений для по-
верхностной волны для отношения / = 0,2 
приведено на рис. 3. Кривые 1, 1 соответ-
ствуют численному решению полного уравне-
ния (1), кривые 2, 2 – уравнения (8) а кривые 
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3, 3 (3A, 3А) – приближенного уравнения (5). 
Из рисунка следует, что в области существо-
вания поверхностной волны Re 1p    урав-

нения (1) и (5) дают идентичное решение, 
приближенное соотношение (8) дает незначи-
тельное отклонение в области наибольшего 
проникновения поля в плазму, а при 
0 > ReP > –1 идентичные решения дают урав-
нения (5) и (8), но именно в этой области они 
неприменимы. Приближенные значения по-
стоянной распространения H = hL рассчиты-
ваются по формуле 2 2 2 2

pH P k L   . Номер m 

моды, в которую перезамыкается поверхност-
ная волна, можно оценить, рассчитав значение 

ReP по формуле (9) при ReP  –1: maxm P  . 

Эта оценка справедлива, если выполнено 
условие (3) (или (4)), так как при его наруше-
нии  th Ad L  меняет знак.  

Для проверки применимости асимптоти-
ческих формул (6)–(8) в условиях реального 
разряда был проведен расчет полного уравне-
ния (1) относительно постоянной затухания P. 
Расчет показывает, что асимптотические фор-
мулы дают правильные значения P и хорошо 
описывают их поведение в окрестности точек 
|P|   и |ReP|  0. Пример расчета для че-
тырех мод (1–4) и поверхностной волны (S) 
приведен на рис. 4. 
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Рис. 3. Поперечная постоянная затухания поверх-
ностной волны P как функция плотности элек-
тронов при использовании различных приближе-
ний. Все данные, как на рис. 1.  

Рис. 4. Поперечная постоянная затухания P как 
функция плотности электронов. Расчетные дан-
ные совпадают с рис. 1. 

 
 

Заключение 
 
Численно рассчитаны зависимости по-

стоянной распространения поверхностной 
волны в плазменном волноводе, состоящем из 
плазмы, окруженной двумя слоями диэлек-
трика и металлическими стенками, с учетом 
поглощения и проведено их сравнение с при-
ближенными аналитическими формулами. 
Анализ показал следующее. 

1. Наличие столкновений качественно 
меняет поведение собственных мод плазмен-
ного волновода. Можно выделить несколько 
вариантов наблюдаемых зависимостей. 

2. При малых частотах столкновений и 
приближении диэлектрической проницае- 

мости к удвоенной критической поверхност-
ная волна сначала становится сильно затуха-
ющей, когда действительная и мнимая часть 
постоянной распространения становятся близ-
кими по величине, а затем при плотностях 
меньше критической волна переходит в одну 
из высших нераспространяющихся мод. Но-
мер моды m определяется параметрами /, 
d/L и kL.  

2. Для мод с номерами меньше m в рас-
четах можно использовать теорию возмуще-
ний к бесстолкновительному случаю.  

3. Для расчета дисперсии поверхностной 
волны при RepL > 1 можно использовать при-
ближенную формулу (10). В промежуточной 
области RepL < 1 наиболее простой способ – 
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использование теории возмущений к бес-
столкновительному случаю. 

 
Данный анализ принципиален для рас-

смотрения электродинамических свойств тех-
нологических плазменных реакторов на ВЧ-
разряде, однако может быть полезен и при со-
здании новых метаматериалов. 
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The dispersion characteristics of surface and evanescent waves in metal-dielectric-plasma-
dielectric-metal structure in the presence of collisions are investigated analytically and numer-
ically. In the absence of absorption, when the electron density passes through the doubled crit-
ical value, a rearrangement of the eigenwave structure, associated with the appearance of sur-
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face waves, occurs. A rearrangement also occurs in an absorbing plasma, but the numbers of 
reconnecting modes depend on the size of the structure and the ratio of the electron collision 
frequency to the field frequency. Correct consideration of this process is necessary for the ana-
lytical analysis of the field structure in plasma reactors, the design of plasma antennas, and the 
solution of other problems of plasma electrodynamics. 
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