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Получены уравнения баланса числа частиц, импульса и намагниченности квантовой 

гидродинамики с учетом спин-орбитального взаимодействия между частицами. На этой 
основе для системы нейтральных частиц с собственным магнитным моментом найдено 
точное решение в виде волны с круговой поляризацией. 

 
Изменение проекции магнитного момента частицы 

на направление внешнего магнитного поля В0 с помо-
щью радиочастотного магнитного поля может сопро-
вождаться резонансным поглощением поля при усло-
вии  (где γ — гиромагнитное отношение). 
Взаимодействующие магнитные моменты создают ло-
кальное магнитное поле, переменная составляющая 
которого может оказаться в резонансе с прецессирую-
щими моментами. В таких плотных системах магнит-
ные моменты являются источниками коллективного 
магнитного поля и сами движутся в нем.  

ω = γh h 0B

Пространственно-временнáя эволюция полевых ди-
намических характеристик системы (плотности заряда, 
тока и магнитного момента),  а также электромагнитно-
го поля определяется уравнениями квантовой гидроди-
намики [1—3]. Для пучков частиц в уравнения кванто-
вой гидродинамики необходимо явно включить спин-
орбитальное взаимодействие. Решение этой задачи 
представлено в данной работе. Кроме того, исследуют-
ся возмущения в плотных пучках частиц (атомов или 
нейтронов) и показано, что уравнения квантовой гид-
родинамики для таких систем допускают точные реше-
ния в виде нелинейных волн, частота которых для каж-
дого волнового вектора зависит от амплитуды. Такая 
физическая ситуация может быть реализована для 
плотных пучков нейтронов в нейтроноводах [4—6], а 
также в пучках электрически нейтральных атомов с 
собственными магнитными моментами. В физике плаз-
мы задача о распространении волны с круговой поляри-
зацией вдоль внешнего магнитного поля относится к 
числу точно решаемых [7]. 

 
 

Описание метода 
 
Для упрощения выкладок будем в дальнейшем обо-

значать символом "+" эрмитово сопряжение матриц с 
одновременным изменением направления действия 
оператора дифференцирования. 

Временная эволюция среднего значения произволь-

ного оператора  в квантовой механике [8] определя-
ется уравнением 
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где 
∧̂
H  — гамильтониан системы. 

 Введем следующие обозначения: 
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Ниже рассматриваются гамильтонианы 
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для некоторого набора операторов тока 
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kJ . В этом 

случае уравнение (1) сводится к уравнению 
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В частности, если 
∧̂
f  — единичный оператор, урав-

нение (3) переходит в уравнение непрерывности. Из (3) 
видно, что локальное изменение среднего значения 
оператора может происходить за счет изменения формы 
оператора во времени, конвективного переноса, а также 
взаимодействия, которое представлено последним сла-
гаемым в (3). 
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Найдем явный вид слагаемого, отвечающего пере-

носу, для гамильтониана 
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и, следовательно, учитывающего кулоновские, спин-
спиновые и спин-орбитальные взаимодействия [9]. Со-

гласно (2) энергия , содержащаяся в (3), может быть 
представлена в виде 
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Ток  в (3) может быть записан так, что 
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Таким образом, остается найти коммутатор 
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 Слагаемое, содержащее с, найдено в работах [1, 2]. 

Поэтому мы ограничимся членами, содержащими b, а 
именно: 
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Подставляя (5) в (4), получим 
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Для определения временнóй эволюции оператора 
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в уравнении (3) следует положить 
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Последнее слагаемое здесь отражает спин-спиновое 
взаимодействие и было вычислено в работах [1, 2], для 
чего достаточно было вычислить первое слагаемое 
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Интегрируя выражения (6), (7) с δ-функцией 
( )δ −kx x  и пренебрегая корреляциями, приходим к 

слагаемым в общих уравнениях баланса, учитывающим 
спин-орбитальное взаимодействие частиц 
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Видим, что замкнутая система уравнений квантовой 
гидродинамики, в которой учтены спин-спиновые и 
спин-орбитальные взаимодействия электрически заря-
женных частиц, принимает вид системы уравнений для 
плотностей числа частиц, тока, намагниченности и 
уравнений для самосогласованного электрического по-
ля: 
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Решение уравнения 

 

Рассмотрим далее систему взаимодействующих 
нейтральных частиц, обладающих собственным маг-
нитным моментом в постоянном внешнем магнитном 
поле В0. Коллективные процессы в такой системе будут 
описываться системой уравнений (8), в которых следу-

ет положить формально е = 0; = γ
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Найдем собственные волны, которые могут возбуж-
даться в такой системе частиц. Решение этой задачи 
ищем в виде поперечной электромагнитной волны с 
круговой поляризацией, так что 
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Здесь для удобства введено обозначение 
⊥ = +xQ Q iQy  для всех векторных величин Q. 
Подставляя (10) в (9), получаем соотношения, свя-

зывающие комплексные амплитуды полей в волне: 
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где =
ω
kcN  — показатель преломления.  

При этом дисперсионное уравнение имеет вид 
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v
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.  

В случае β = 0 дисперсионное уравнение упрощает-
ся и принимает вид 

 

∗
⊥ ⊥

⎛ ⎞π
⎜ ⎟ω = −γ + γ π +
⎜ ⎟−⎝ ⎠

2
2

2 2
/ 4

4 .
1

z z
E ENB M n N

N nmc
 

 
Выводы 

 

Одним из решений является однородная прецессия 
всех магнитных моментов на частоте γBBz. При β ≠ 0 
происходят сдвиг частоты ω и изменение показателя 
преломления N в соответствии с формулой (11). Видим, 
что возмущения намагниченности, скорости частиц 
электрического и магнитного полей имеют характер 
волн с правой и левой круговой поляризацией, причем 
намагниченность в таких системах имеет в общем слу-
чае продольную компоненту Mz, а частота зависит от 
квадрата амплитуды. 
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Balance equations of particle density, momentum and magnetization in quantum hydrodynamics 

are derived subject to spin-orbital interaction between particles. Based on them exact solution for the 
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