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Проведены теоретические расчеты и получены значения концентраций легких и тя-
желых дырок, а также эффективной массы легких дырок для различных значений 
приведенного уровня Ферми для p-InSb и p-GaSb при Т = 295 К. При расчетах учитыва-
лась непараболичность зоны легких дырок. Вычислены значения волновых чисел, от-
вечающих плазменной частоте, а также частоте высокочастотной смешанной 
плазмон-фононной моды. Построены градуировочные зависимости, связывающие зна-
чения концентраций легких и тяжелых дырок со значениями характеристического 
волнового числа, отвечающего частоте высокочастотной смешанной плазмон-
фононной моды. Показано, что эти зависимости описываются полиномами второй 
степени. 
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Введение 
 
В АО «Гиредмет» в течение нескольких 

лет ведутся работы по созданию бесконтакт-
ного неразрушающего метода контроля кон-
центрации свободных носителей заряда 
(КСНЗ) в различных полупроводниковых ма-
териалах. Метод основан на анализе инфра-
красных спектров отражения образцов сильно 
легированных полупроводников и нахожде-
нии концентрации свободных электронов или 
дырок (в зависимости от типа проводимости 
материала). КСНЗ определяется по значению 
характеристического волнового числа (+), 
отвечающего частоте  высокочастотной сме-
шанной плазмон-фононной моды.  

В ходе работ создан определенный задел 
и исследованы образцы n-InSb [1, n-InAs [2, 
n-GaSb [3, n-GaAs [4, 5, p-GaAs [6, причем 
результаты оптических измерений сравнива-
лись с холловскими данными, полученными 
на тех же образцах [2–6. Настоящая статья 
является продолжением ранее начатого цикла 
работ; в ней будет описан разработанный ал-
горитм определения концентраций легких и 
тяжелых дырок в сильно легированных p-InSb 
и p-GaSb при комнатной температуре. 

Инфракрасный спектр отражения иссле-
дуемого образца записывается с помощью 
любого оптического прибора в интервале вол-
новых чисел   1500 см-1. Полученная спек-
тральная зависимость коэффициента отраже-
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ния обрабатывается по стандартной процедуре 
с использованием соотношений Крамерса-
Кронига. Вычисляются частотные зависимо-
сти действительной, 1, и мнимой, 2, частей 
комплексной диэлектрической проницаемости 
 = 1 + i2. после чего строится так называе-
мая «функция потерь»: 

 

2
2 2
1 2

1
LF Im .

        
 

 

Волновые числа, отвечающие максиму-
мам функции потерь, соответствуют частотам 
смешанных плазмон-фононных мод: – – низ-
кочастотной и + – высокочастотной. Нас бу-
дет интересовать только высокочастотная мо-
да, поскольку именно она напрямую связана 
со свободными носителями заряда (низкочас- 
тотная мода определяется, в основном, кри-
сталлической решеткой материала и для опре-
деления значения КСНЗ не подходит). Опре-
делив значение +, с помощью расчетных 
градуировочных зависимостей можно вычис-
лить значения концентраций легких и тяже-

лых дырок. Построение этих зависимостей и 
является целью настоящей работы. 

Все расчеты выполнены для Т = 295 К. 
Предполагается, что результаты расчетов, 
представленных в этой статье, будут исполь-
зованы в дальнейшем для сравнения данных 
оптических и электрофизических измерений 
концентраций дырок в образцах p-InSb и  
p-GaSb. 

 
 

Теоретические расчеты 
 
Известно, что валентная зона всех полу-

проводников А3В5 состоит из двух подзон 
(легких и тяжелых дырок), вырожденных в 
точке Г зоны Бриллюэна. На рис. 1 представле-
ны зонные структуры InSb (а) [7 и GaSb (б) [8. 
Для этих материалов зоны тяжелых дырок  
являются изотропными и параболическими. 
Зоны легких дырок описываются кейновским 
законом дисперсии [9, то есть эффективная 
масса легких дырок увеличивается с ростом 
энергии. 
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Рис. 1. Зонная структура InSb (а) [7 и GaSb (б) [8 
 
Известно, что в случае наличия свобод-

ных носителей заряда двух типов, плазменная 
частота запишется в виде [10: 
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             (1) 

Здесь pТ, pл – концентрации, соответ-
ственно, тяжелых и легких дырок; 

Тpm  и 
лpm  – 

их оптические эффективные массы;  – высо-
кочастотная диэлектрическая проницаемость; 
e = 4,810-10 ед. СГСЕ – заряд электрона. 

Второе слагаемое в скобках формулы (1) 
характеризует вклад легких дырок в плазмен-
ную частоту. 
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Для концентрации тяжелых дырок (па-
раболическая зона) справедливо соотношение 
[11: 

 

    
Т

3

2
Т 33

2

8
2

3 pp m kT F
h


                (2) 

 
Здесь  3

2

F   – однопараметрический ин-

теграл Ферми: 
 

 
3

0 2
3

2 0

,
f

F x dx
x

                         (3) 

 

где     1

0 , 1 exp ;f x x


                           (4) 
 

FE

kT
   – приведенный уровень Ферми (от-

считывается вниз от потолка валентной зоны 
тяжелых дырок – см. рис. 1). 

Зона легких дырок является непараболи-
ческой (модель Кейна [9); в этом случае кон-
центрация легких дырок описывается соотно-
шением [11: 

 

   
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Эффективную массу легких дырок мож-

но вычислить, используя формулу [12, При-
ложение А: 
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Здесь Eg – ширина запрещенной зоны 

полупроводника; k = 1,3810-16 эрг/К – посто-
янная Больцмана; (для Т = 295 К kT = 25,4 мэВ); 

/ 2h  , где h = 6,6210-27 эргс – постоян-
ная Планка; m0 = 9,1110-28 г – масса свобод-
ного электрона; Pcv = 8,710-8 эВсм [13 – 
матричный элемент взаимодействия валент-
ной зоны легких дырок и зоны проводимости  
считается одинаковым для всех соединений 
А3В5;  = kT/Eg – параметр, характеризующий 
непараболичность зоны легких дырок. 

В формулах (5) и (6) используются 
двухпараметрические интегралы Ферми: 
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 
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Двухпараметрический интеграл   
3

0 2
0 ,L    

переходит в однопараметрический интеграл 
 3

2

F   при   0, то есть когда непараболич-

ностью зоны можно пренебречь. 
Поскольку в рассматриваемых материа-

лах присутствует одна зона тяжелых дырок и 
одна – легких, причем обе являются изотроп-
ными, значения эффективных масс плотности 
состояний совпадают со значениями оптиче-
ских эффективных масс – см. формулы (1), 
(2), (5), (6). 

В полупроводниковых материалах А3В5 
присутствует заметная доля ионной связи, по-
этому продольные оптические колебания кри-
сталлической решетки (LO-фононы) могут 
взаимодействовать с продольными коллек-
тивными колебаниями системы свободных 
носителей заряда – плазмонами (плазмон-
фононное взаимодействие). Это взаимодей-
ствие необходимо учитывать при построении 
градуировочных зависимостей, связывающих 
значения КСНЗ и характеристических волно-
вых чисел. 

Если пренебречь затуханиями плазмонов 
и LO-фононов, то частотная зависимость ди-
электрической проницаемости запишется в 
виде: 
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2
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0

LO

1 ,

1

p 




     
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     (8) 

 

где 0 – статическая диэлектрическая прони-
цаемость;  – круговая частота; LO – частота 
продольного оптического фонона. В фор- 
муле (8) первое слагаемое описывает вклад от 
плазмонов, а второе – от продольных оптичес- 
ких фононов.  

Известно, что продольные колебания  
(а именно такими и являются смешанные 
плазмон-фононные моды) могут существовать 
в среде только в том случае, если диэлектри-
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ческая проницаемость обращается в нуль. Со-
ответственно, приравняв выражение (8) нулю 
и решив биквадратное уравнение, перейдя от 
частот к волновым числам  для – и + полу-
чим: 

 

   

2

22 2 2 2 2 2
LO LO LO

0

1
4

2 p p p





 

 
            

  (9) 

 

В дальнейшем нас будет интересовать 
только высокочастотная мода +. 

Алгоритм расчета состоит в следующем: 
–  задаем значение  и по формулам (2), 

(5) и (6) вычисляем значения pТ, pл и  л

0

pm

m
; 

–  подставляем полученные значения в 
формулу (1) и вычисляем значение плазменной 
частоты p и соответствующее значение вол-

нового числа: p = 
2

p

c




, где с = 31010 см/с – 

скорость света в вакууме; 
–  подставляем полученное значение p в 

формулу (9) и вычисляем значение +; 
–  изменяем значение  и повторяем 

описанные выше операции; 
–  строим градуировочные зависимости 

концентрации тяжелых  и легких дырок от ха-
рактеристического волнового числа: pТ = f1(+) 
и pл = f2(+). 

При расчетах использовались следую-
щие значения параметров: 

для InSb: 
Eg = 0,17 эВ [7;  = 0,149;  0 = 18,0,  = 

= 15,68 [13; 
Тpm  = 0,43 m0; [7; LO = 197,2 см-1 

[13; 
для GaSb: 
Eg = 0,728 эВ [8;  = 0,0349; 0 = 16,4,  

 = 15,2 [13; 
Тpm  = 0,40 m0 [8; LO = 240,3 см-1 

[13. 

С учетом изложенного выше формулы 
(2), (5) и (6) можно привести к виду: 

для InSb: 
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2

F  ;              (10) 
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для GaSb: 
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Формулу (1) можно преобразовать к виду: 
для InSb: 
 

p = 1,15210-7 Т

л

л

Т

1 p
Т

p

p m
p

p m

 
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для GaSb: 
 

p = 1,21310-7 Т

л

л
Т

Т

1 p

p

p m
p

p m

 
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        (17) 

 
В таблицах 1 и 2 представлены значения 

параметров, рассчитанные по приведенным 
выше формулам. 

 
Таблица 1 

 

Результаты расчетов для p-InSb (Т = 295 К) 
 

 pТ, см
-3 pл, см

-3 л

0

pm

m
 p, см

-1 +, см-1 

-1,0 2,2611018 1,9391016 2,28510-2 186,6 224,1 

-0,5 3,5001018 3,0401016 2,31510-2 232,2 253,9 
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Окончание табл. 1 
 

 pТ, см
-3 pл, см

-3 л

0

pm

m
 p, см

-1 +, см-1 

0 5,2731018 4,6641016 2,35910-2 285,0 298,8 

0,5 7,7001018 6,9711016 2,41710-2 344,4 354,2 

1,0 10,8631018 10,1241016 2,49210-2 409,0 416,5 

1,5 14,7821018 14,2721016 2,58310-2 477,1 483,2 

2,0 19,4641018 19,5551016 2,69010-2 547,5 552,6 

2,5 24,8621018 26,0971016 2,81010-2 618,8 623,2 

3,0 30,9341018 34,0171016 2,94110-2 690,2 694,1 

 
Таблица 2 

 

Результаты расчетов для p-GaSb (Т = 295 К) 
 

 pТ, см
-3 pл, см

-3 л

0

pm

m
 p, см

-1 +, см-1 

-1,0 2,0281018 1,1881017 6,51310-2 186,5 250,9 

-0,5 3,1391018 1,8391017 6,53510-2 232,0 266,4 

0 4,7301018 2,7871017 6,58010-2 284,7 302,1 

0,5 6,9071018 4,0981017 6,63510-2 344,1 354,6 

1,0 9,7441018 5,8331017 6,71110-2 408,7 416,1 

1,5 13,2601018 8,0281017 6,80210-2 476,6 482,3 

2,0 17,4601018 10,7061017 6,90710-2 546,8 551,5 

2,5 22,3011018 17,5301017 7,15810-2 627,5 631,4 

3,0 27,7481018 26,3021017 7,44510-2 708,1 711,4 

 
Из Таблиц 1 и 2 видно, что различие 

между значениями p и + уменьшается при 
увеличении концентраций дырок, то есть вли-
яние плазмон-фононного взаимодействия 
ослабевает.  

Используя данные Таблиц 1 и 2, можно 
построить градуировочные зависимости, свя-
зывающие концентрации дырок с характери-
стическим волновым числом +: 

для InSb: 
для тяжелых дырок: 
 

 
 

213 15
T

18

6,012 10 5,387 10

1,814 10 ;

p 



      

   
    (18) 

 
для легких дырок: 
 

 
 

211 14
л

16

9,628 10 2,136 10

2,209 10 ;

p 



      

   
    (19) 

для GaSb: 
для тяжелых дырок: 
 

 
 

213 16
T

18

3, 246 10 2,390 10

5,699 10 ;

p 



      

   
    (20) 

 
для легких дырок: 
 

 
 

213 15
л

16

1,106 10 5,539 10

8,965 10 .

p 



      

   
    (21) 

 
Все градуировочные зависимости опи-

сываются полиномами второй степени. 
На рис. 2 для сравнения приведены гра-

дуировочные зависимости для тяжелых дырок 
для p-InSb, p-GaAs и p-GaSb при Т = 295 К. 

Из рис. 2 видно, что расхождение между 
значениями концентрации тяжелых дырок для 
перечисленных полупроводниковых материа-
лов увеличивается с ростом значений +.  
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Рис. 2. Расчетные градуировочные зависимости концентрации тяжелых дырок: от харак-
теристического волнового числа: кривая 1 – p-Insb; кривая 2 – p-GaSb; кривая 3 – p-GaAs 

 
 
 
В дальнейшем предполагается использо-

вать результаты настоящей работы для анали-
за данных оптических и электрофизических 
измерений образцов p-InSb и p-GaSb. Анало-
гичные подходы были использованы нами ра-
нее применительно к материалам n-GaSb [3 и  
p-GaAs [6. 

 
 

Заключение 
 
Проведены расчеты значений концен-

траций тяжелых и легких дырок, эффективной 
массы легких дырок, а также частот плазмо-
нов и смешанных плазмон-фононных мод для 
p-InSb и p-GaSb при Т = 295 К для различ- 
ных значений приведенного уровня Ферми. 
При расчетах учитывалась непараболичность 
зоны легких дырок. 

Построены градуировочные зависимос- 
ти, связывающие значения концентрации тя-
желых и легких дырок со значениями характе-
ристического волнового числа, отвечающего 
частоте высокочастотной смешанной плаз-
мон-фононной моды. Показано, что все полу-
ченные зависимости описываются полинома-
ми второй степени. 
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The calculation of coupled plasmon-phonon mode frequencies for p-InSb  
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The theoretical calculations have been made and the values of light and heavy hole concentra-
tion and light hole effective mass have been obtained for various values of reduced Fermi level 
for p-InSb and p-GaSb at T = 295 K. The nonparabolisity of light hole band has been taken  
into account. The wave number values, corresponding to the frequencies of plasmons and cou-
pled high-frequency plasmon-phonoh mode have been calculated. The dependencies of light 
and heavy concentrations upon characteristic wave number values, corresponding to coupled 
high-frequency plasmon-phonon mode, have been obtained. It has been shown, that these de-
pendencies may be described by second degree polynomials. 
 
Keywords: p-type indium antimonide; p-type gallium antimonide; light and heavy holes; coupled 
plasmon-phonon modes; free carrier concentration. 
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