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На основе модификации метода Ланжевена предложен новый метод численного моде-

лирования стационарных флуктуационных явлений в полупроводниковых структурах и 

приборах. Основная система уравнений предложенного метода представляет собой сис-

тему линейных алгебраических уравнений для расчета корреляторов флуктуаций концен-

траций подвижных носителей и токов, обусловленных как случайным характером процес-

сов генерации—рекомбинации, так и случайным характером процессов рассеяния, а не 
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систему стохастических дифференциальных уравнений. Результаты численного расчета 

спектральной плотности шума тестового n
+
-p-перехода хорошо совпадают с аналитиче-

ским решением.  

 

Наиболее последовательным среди сущест-

вующих математических методов анализа флук-

туационных явлений в полупроводниковых струк-

турах и приборах [1] является метод Ланжевена 

[2—9]. В рамках данного метода флуктуации кон-

центраций подвижных носителей и плотностей 

токов, даже в одномерном случае представляющие 

собой анизотропные случайные поля, анализиру-

ются на основе линеаризованных уравнений вы-

бранной для описания рассматриваемой полупро-

водниковой структуры модели явлений переноса 

[10], в которые введены так называемые случай-

ные источники, соответствующие случайному ха-

рактеру процессов генерации, рекомбинации и 

рассеяния. При этом метод Ланжевена позволяет 

строго учитывать граничные условия различного 

вида, в том числе и стохастические. Однако даже 

для одномерных стационарных уравнений диффу-

зионно-дрейфового приближения аналитическое 

решение можно найти только при выполнении  

условий, допускающих серьезные упрощения ис- 

ходной системы уравнений (малое отклонение от 

термодинамического равновесия, кусочно-одно-

родное распределение легирующей примеси и т. д.) 

[11]. В большинстве практически важных случаев 

рассчитать электрофизические и фотоэлектриче-

ские характеристики полупроводниковых прибо-

ров и получить связь этих характеристик с пара-

метрами технологического процесса изготовления 

прибора можно только методами численного мо-

делирования [12]. Аналитическое решение систе-

мы стохастических дифференциальных уравнений, 

возникающих при анализе шумов в полупровод-

никовых приборах, методом Ланжевена также 

возможно в ограниченном числе случаев [7—9].  

Получить решение (реализацию случайного 

поля) системы стохастических дифференциальных 

уравнений можно методом Монте-Карло. Однако 

для расчета имеющих физический смысл и пред-

ставляющих практический интерес моментов слу-

чайных полей необходимо иметь достаточное ко-

личество их реализаций (проводить усреднение по 

достаточно большому ансамблю), что обусловли-

вает большой объем расчетов при моделировании 

флуктуационных явлений по данному методу. 

Кроме того, для решения системы ланжевеновских 

стохастических дифференциальных уравнений 

методом Монте-Карло необходим значительный 

объем априорной информации, в частности, необ-

ходимо задать законы распределения случайных 

источников, в то время как обычно известны толь-

ко их корреляторы [3, 7—9].  

Таким образом, разработка новых численных 

методов моделирования флуктуационных явлений 

является актуальной проблемой. В данной работе 

предложен новый метод численного моделирова-

ния стационарных флуктуационных явлений в по-

лупроводниковых структурах и приборах, являю-

щийся по существу модификацией метода 

Ланжевена, основная система уравнений которого 

представляет собой систему линейных алгебраи-

ческих уравнений для расчета пространственных и 

временных корреляторов флуктуаций концентра-

ций подвижных носителей и токов, обусловлен-

ных случайным характером процессов генерации, 

рекомбинации и рассеяния, а не систему стохасти-

ческих дифференциальных уравнений.  

 

Аппроксимация случайного поля 
 

Для простоты и наглядности изложим основ-

ную идею предложенного метода моделирования 

флуктуационных явлений на примере расчета 

спектральной плотности флуктуаций генерационно-

рекомбинационного шума в рамках одномерной 

модели обратносмещенного ( 3 )q V kT  n+-p-пе- 

рехода с короткой (меньшей диффузионной длины 

неосновных носителей) базой и блокирующим 

контактом. Рассмотрим хорошо изученный слу-

чай, когда темновой ток определяется процессами 

генерации—рекомбинации носителей в квази-

нейтральных областях (диффузионный механизм 

темнового тока [13]) и справедлива линейная мо-

дель рекомбинации, что даст возможность прове-

рить точность предложенного метода. Диффузи-

онный механизм темнового тока n+-p-перехода с 

короткой базой и блокирующим контактом для 

неосновных носителей проанализирован в моно-

графии [14], а спектральная плотность генераци-

онно-рекомбинационного шума обратносмещен-

ного p-n-перехода, темновой ток которого 

определяется диффузионным механизмом, рассчи-

тана методом Ланжевена в работе [7].  

Диффузионный ток n
+
-p-перехода определяется 

процессами генерации—рекомбинации в квази-

нейтральной области р-типа. Поэтому перенос но-

сителей заряда в данной области можно описать в 

рамках диффузионно-дрейфовой модели, не вклю-

чая в нее уравнение перезарядки рекомбинацион-

ного уровня 
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(1 ) ;pp t G R q J x         

(1 ) ;nn t G R q J x         

;p p pJ q pE qD p x                       (1) 

;n n nJ q nE qD n x      

0 / ,E x     
 

где n и p — концентрации электронов и дырок, 

соответственно; 

           Jn, Jp — плотности электронного и дырочно-

го тока, соответственно;  

          G — скорость генерации электронно-

дырочных пар, обусловленная 

внешним воздействием; 

h
R r g n p       — эффективная скорость 

рекомбинации;  

                  r — скорость рекомбинации;  

                gh — скорость тепловой генерации;  

               n =  n – n0,  p = p – p0 — концентрации 

неравновесных электронов и ды-

рок, соответственно;  

        n0 и p0 — концентрации  равновесных   элек-

тронов и дырок, соответственно;  

                  — время жизни неравновесных носи-

телей в p-области;  

       n, p — подвижности электронов и дырок, 

соответственно;  

        Dn, Dp — коэффициенты  диффузии электро-

нов и дырок, соответственно;  

                E — напряженность электрического по-

ля;  

         0 и  — абсолютная и относительная диэлек-

трическая проницаемость полупро-

водника, соответственно;  

                  — плотность объемного заряда.  

Идея аппроксимации непрерывных функций 

сеточными, а дифференциальных операторов ко-

нечно-разностными при анализе флуктуационных 

явлений, по видимому, впервые была использова-

на при расчете флуктуаций электромагнитного 

поля [15]. Применим этот подход для анализа 

флуктуаций в полупроводниковых приборах и 

введем в рассматриваемой квазинейтральной об-

ласти p-типа равномерную сетку с шагом h, а так-

же аппроксимируем неслучайные непрерывные 

функции n(x) и p(x) cеточными функциями n(i) и 

p(i), где i = 1, ..., N — номер точки. 

Дифференциальные операторы в детерминиро-

ванных уравнениях непрерывности (1) аппроксими-

руем конечно-разностными, причем, для того чтобы 

получить аппроксимацию вторых производных кон-

центраций подвижных носителей центральной  

разностью, производные в уравнениях непрерыв- 

ности для электронов и дырок аппроксимируем  

правым разностным оператором /y x y
h

     

( ( 1) ( )) /y i y i h   , а производные в выражениях 

для плотностей токов — левым разностным опера-

тором ( ( ) ( 1))hy x y y i y i h        [16]. В ре-

зультате уравнения в частных производных (1) 

трансформируются в систему обыкновенных диф-

ференциальных уравнений 
 

0( ) ( ) ( ( ) ) (1 ) ( );h pp i t G i p i p q J i          

0( ) ( ) ( ( ) ) (1 ) ( );h nn i t G i n i n q J i         

( ) ( ) ( ) ( );p p p hJ i q p i E i qD p i                (2) 

( ) ( ) ( ) ( );n n n hJ i q n i E i qD n i     

0 ( ) ( )hE i i     
 

При записи уравнений (2) мы в явном виде ис-
пользовали допущение о линейной модели реком-
бинации.  

Введем в уравнения (2) случайные источники, 
соответствующие случайному характеру процессов 
генерации, рекомбинации и рассеяния [7—9], а ве-

личины Е(i), n(i), p(i), (i), Jn(i) и Jp(i)  будем рас-
сматривать как состоящие из детерминированной 
(стационарной) и случайной частей, соответственно 

( ) ( ) ( ),sE i E i E i   ( ) ( ) ( ),sn i n i n i   ( ) ( ) ( ),sp i p i p i   

( ) ( ) ( ),si i i    ( ) ( ) ( )n ns nJ i J i J i   и 

( ) ( ) ( ).p ps pJ i J i J i    Тогда после исключения де-

терминированных членов (с учетом выполнения 

условия квазинейтральности s = 0), получим сис-
тему уравнений Ланжевена  
 

( ) ( ) (1 ) ( ) ( ) ( );

( ) ( ) (1 ) ( ) ( ) ( );

h p p g

h n n g

p i t p i q J i i i

n i t n i q J i i i

            

            

( ) ( ) ( ) ( ) ( )p p s p sJ i q p i E i q p i E i         

( ) ( );p h pqD p i qj i                          (3) 

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( );

( ) ( ),

n n s n s

n h n

h

J i q n i E i q n i E i

qD n i qj i

E i i

       

   

    

 

 

где ( ),n i  ( ),p i  ( ),g i  ( )nj i  и ( )pj i  — случай-

ные источники, соответствующие случайному ха-

рактеру процессов генерации—рекомбинации 

электронов и дырок, внешней генерации, а также 

случайному характеру процессов рассеяния элек-

тронов и дырок, соответственно, в точке с номе-

ром i.  

Система обыкновенных стохастических диф-

ференциальных уравнений (3) полностью эквива-

лентна системе уравнений Ланжевена в частных 

производных, полученных на основе уравнений 

диффузионно-дрейфовой модели [7—9], причем 

при выводе уравнений (3) мы аппроксимировали 

дифференциальные операторы конечно-разност- 

ными только в детерминированных уравнениях.  
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Отметим важное обстоятельство. Аппроксима-
ция дифференциальных операторов конечно-
разностными в детерминированных уравнениях 
означает аппроксимацию непрерывных функций 
сеточными. Соответственно, преобразование сис-
темы уравнений Ланжевена в частных производ-
ных [7—9] в систему обыкновенных стохастиче-
ских дифференциальных уравнений (3) означает 
переход от описания флуктуаций концентраций 
подвижных носителей в полупроводниковых 
структурах посредством анизотропных стацио-
нарных случайных полей к описанию посредством 
конечного множества стационарных случайных 
процессов, представляющих собой флуктуации 
концентраций подвижных носителей в точках вве-
денной сетки. Поскольку корреляторы стационар-
ного в широком смысле (в силу конечности 
имеющих физический смысл моментов) случайно-
го поля для двух произвольных пространственно-
временных точек (х1, t1) и (х2, t2)  зависят от t1 и t2 
только через разность t2 – t1, стационарные слу-
чайные процессы, аппроксимирующие стационар-
ное случайное поле, стационарно связаны друг с 
другом [17].  

В квазинейтральных областях условие электро-

нейтральности  = 0 (n = p) справедливо как для 

средних значений концентраций подвижных носи-

телей, так и для их флуктуаций, т. е. выполняется 

условие ( ) 0i   и, следовательно, равенство 

( ) ( ).n i p i    Из последнего соотношения следует, что 

в квазинейтральной области флуктуации электриче-

ского поля имеют соленоидальный характер, т. е. 

выполняется условие 0E x  ( ( ) 0).h E i    

С другой стороны, из условия электронейтрально-

сти для флуктуаций и теоремы Гаусса следует, что 

напряженность флуктуаций электрического поля 

на границах рассматриваемой области равна нулю. 

Тогда из теорем о свойствах гармонических функ-

ций [18] следует, что в квазинейтральных областях 

p-n-перехода справедливо соотношение ( ) 0.E i   

Принимая во внимание, что в рассматриваемом 

случае детерминированное электрическое поле и 

его флуктуации равны нулю, подставим выраже-

ния для флуктуаций плотностей токов ( )nJ i  и 

( )рJ i  в соответствующие уравнения непрерыв-

ности для флуктуаций электронов и дырок (3) и 

применим формулы "разностного дифференциро-

вания" произведения [16]. Затем выполним преоб-

разования, проводимые обычно при выводе урав-

нения непрерывности в амбиполярной форме [9, 

19, 20]. В результате, учитывая, что в рамках при-

нятой линейной модели рекомбинации выполняет-

ся равенство ( ) ( ) ( ),n pi i i      получим систему 

уравнений Ланжевена в амбиполярной форме 

( ) ( ) ( )a h hn i t n i D n i          

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )g p h n n h pi i M i j i M i j i          (4) 
 

где ( ) ( ) ( ( ) ( )),p p s n s p sM i p i n i p i      ( )nM i   

( ) ( ( ) ( )),n s n s p sn i n i p i      ( ) (a s s s pD n p n D      

)s np D   — амбиполярный коэффициент диффу-

зии (в полупроводнике р-типа Da = Dn).  

 

Основная система уравнений 
 

Применим к уравнениям системы (4) преобра-

зование Фурье и сгруппируем в левых частях по-

лученных уравнений члены, пропорциональные 

Фурье-трансформантам флуктуаций концентрации 

электронов в различных точках, а в правой — Фу-

рье-трансформантам случайных источников 
 

2(1 ) ( ) ( )Dn h hj n i L n i          

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )g p h n n h pi i M i j i M i j i               (5) 

где    —  круговая частота; 

( )n i  — Фурье-трансформанта флуктуации кон-

центрации электронов для точки с но-

мером i;  
2 ,Dn nL D   1,j    ( ),i  ( ),g i  ( )nj i  и ( )рj i  — 

Фурье-трансформанты случайных ис-

точников, соответствующих случайно-

му характеру тепловой генерации и ре-

комбинации, внешней генерации, а 

также случайному характеру рассеяния 

электронов и дырок, соответственно.  

Выше было отмечено, что флуктуации концен-

трации электронов в различных точках введенной 

сетки представляют собой стационарные случай-

ные процессы, стационарно связанные друг с дру-

гом. Это означает существование для каждой точ-

ки сетки с номером i спектральной плотности 

флуктуаций (СПФ) концентрации электронов 

( ),iS  а также существование для каждой пары 

точек сетки с номерами i и j взаимной спектраль-

ной плотности флуктуаций (ВСПФ) концентрации 

электронов ( , ).i jS  При этом Фурье-

трансформанты рассматриваемых стационарных 

случайных процессов, стационарно связанных 

друг с другом, связаны с СПФ и ВСПФ соотноше-

ниями [2, 21, 22] 
 

( ) ( ) 2 ( ) ( );n i n i iS


                    (6) 

( ) ( ) 2 ( ) ( )n i n j i jS


                     (7) 

 

где          * означает комплексное сопряжение; 

  ... — усреднение по ансамблю; 

() — дельта-функция.  
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При этом СПФ концентрации электронов явля-

ются действительными величинами *( ) ( ),i S iS    

в то время как ВСПФ-концентрации электронов 

являются комплексными величинами, причем 

матрица ВСПФ обладает свойством эрмитовой 

сопряженности *( , ) ( , )i j S j iS    [4, 17, 22]. СПФ 

случайных источников равны [7—9] 
  

02( ) ( ) 2(( ) ) ( );
Ts s sS g r r r n n r r             (8) 

2 ( );GS G r r                             (9) 

4 ( );jn n sS D n r r                        (10) 

4 ( ),jp p sS D p r r                        (11) 
 

где ,S  ,GS   ,jnS   jpS   — СПФ, соответст-

вующие случайному характеру процессов тепло-

вой генерации и рекомбинации, внешней генера-

ции, а также случайному характеру рассеяния 

электронов и дырок, соответственно (причем меж-

ду СПФ и Фурье-трансформантами соответст-

вующих случайных источников справедливы со-

отношения, подобные соотношению (6)).  

Отметим, что в выражениях (8)—(11) фигури-

руют СПФ, определенные по положительным час-

тотам. Вместе с тем действительная и мнимая час-

ти ВСПФ стационарно связанных случайных 

процессов являются четной и нечетной функ- 

циями частоты, соответственно: Re( ( ))i jS    

Re( ( ))i jS   и Im( ( )) Im( ( ))i j i jS S      [4, 

17]. Поэтому в дальнейшем мы будем рассматри-

вать только положительные частоты и определим 

СПФ-концентрации электронов на положительных 

частотах и ВСПФ-концентрации электронов в раз-

личных точках на положительных частотах  

соотношениями ( ) 2 ( ),S i iS   Re( ( ))S i j    

2Re( ( ))i jS   и Im( ( )) 2Im( ( )),S i j i jS     соот-

ветственно.  

Выполним следующее преобразование: в сис-

теме уравнений (5) распишем в явном виде конеч-

но-разностный оператор, умножим полученную 

систему на комплексно-сопряженную, усредним и 

сократим общие множители. В результате полу-

чим детерминированную систему линейных ал-

гебраических уравнений, в которой неизвестными 

величинами являются СПФ и ВСПФ S(i) и S(i, j), 

состоящую из уравнений двух типов. Уравнения 

первого типа (будем называть их ij-уравнения) по-

лучаются путем преобразования уравнений систе-

мы (5), соответствующих разным точкам сетки с 

номерами i  j, причем вследствие дельта-

коррелированности СПФ случайных источников 

(8)—(11) правые части этих уравнений будут рав-

ны нулю. После выделения действительной и 

мнимой частей ij уравнения имеют вид: 

 2 2 2 2 4 41 4 4 )Re( ( )Dn DnL h L h S i j 
        

   2 2 4 4( 2 ) Re ( 1 ) Re( ( 1 )Dn DnL h L h S i j S i j 
        

    2 2Re ( 1) Re ( 1) DnS i j S i j L h          

   

   

Im ( 1 ) Im ( 1 )

Im ( 1) Im ( 1)

S i j S i j

S i j S i j

 

 

      

      
       (12) 

   4 4 Re ( 1 1) Re ( 1 1)DnL h S i j S i j
           

   Re ( 1 1) Re ( 1 1) 0S i j S i j             

 

 2 2 2 2 4 4(1 4 4 )Im ( )Dn DnL h L h S i j 
       

   2 2 4 4( 2 ) Im ( 1 ) Im ( 1 )Dn DnL h L h S i j S i j 
        

   Im ( 1) Im ( 1)S i j S i j         

   

   

2 2 Re ( 1 ) Re ( 1 )

Re ( 1) Re ( 1)

DnL h S i j S i j

S i j S i j


 

 

      

      
 (13) 

   4 4 Im ( 1 1) Im ( 1 1)DnL h S i j S i j
           

   Im ( 1 1) Im ( 1 1) 0S i j S i j            
 

Уравнения второго типа получаются путем рас-

смотренного выше преобразования уравнений 

системы (5), соответствующих одной и той же 

точке сетки с номером i (ii-уравнения). Однако 

вследствие дельта-коррелированности СПФ слу-

чайных источников (8)—(11) правая часть каждого 

полученного таким образом ii-уравнения оказыва-

ется пропорциональной величине (0), что крайне 

неудобно. Получим ii-уравнения другим способом, 

для чего рассмотрим две системы уравнений (5), 

полученные путем аппроксимации на двух мало-

различающихся сетках (у которых точки с оди- 

наковым номером i имеют координаты xi и xi ,  

отличающеся на крайне малую величину  

xi – xi << h). Перемножим комплексно-

сопряженные уравнения рассматриваемых систем, 

относящихся к точкам с одинаковыми номерами i, 

усредним и сократим общие множители. Правые 

части полученных таким образом ii-уравнений 

будут содержать слагаемые, пропорциональные 

СПФ случайных источников (8)—(11). Затем  

проинтегрируем каждое ii-уравнение по нормиро-

вочной площади A (по координатам y и z) и по ма-

лой окрестности соответствующей точки сетки  

xi   (xi – xi) <  < h/2). При этом интеграл от 

левой части ii-уравнения будет равен левой части 

ii-уравнения, умноженной на величину 2А, а ин-

теграл от дельта-функции (r – r) в выражениях 

для корреляторов случайных источников, соответ-

ствующих случайному характеру генерации и ре-

комбинации (8) и (9) по объему 2А, равен единице. 

Рассчитаем СПФ производных случайных источ-
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ников, соответствующих случайному характеру 

рассеяния электронов и дырок 
h nj

S  и ,
h рj

S  со-

ответственно. Распишем в корреляторах 

( ) ( )h n h nj i j i
    и ( ) ( )h p h pj i j i

    правые 

конечно-разностные операторы и воспользуемся 

соотношениями (6), (10) и (11). Затем проинтегри-

руем выражения, получившиеся для СПФ произ-

водных случайных источников по объему 2А  и 

получим 
24 ( ( 1) ( ));

h nj n s sS D h n i n i
     

 
24 ( ( 1) ( ))

h pj p s sS D h p i p i
              (14) 

 

После соответствующих подстановок и элемен-

тарных преобразований ii-уравнения имеют вид 
 

2 2 2 2 4 4(1 4 4 ) ( )Dn DnL h L h S i 
      

    

2 2 4 42( 2 )

Re ( 1 ) Re ( 1)

Dn DnL h L h

S i i S i i

 

 

  

      
 

    2 22 Im ( 1 ) Im ( 1)
        DnL h S i i S i i   

  4 4 ( 1) 2Re ( 1 1) ( 1)DnL h S i S i i S i
            

1 2
0( ) ( ) ( ( ) )sA G i n i n                 (15) 

 2 2 22[ ( )] ( 1) ( )p Dn s sM i L h n i n i      

 2 2 22[ ( )] ( 1) ( )n Dp s sM i L h p i p i      
 

В результате описанного выше преобразования 
соответствующей одномерному случаю системы 
уравнений (5), состоящей например из K уравне-
ний, мы получим K

2
 уравнений для определения 

K
2
  – K комплексных (ВСПФ) и K действительных 

(СПФ) неизвестных. Свойство эрмитовой сопря-
женности ВСПФ позволяет сократить количество 
комплексных неизвестных и уравнений в два раза, 
рассматривая, например, только те ij-уравнения, 
которые получены путем преобразования уравне-
ний системы (5), соответствующих точкам сетки с 
номерами i > j. Мы рассматриваем действительные 
и мнимые части комплексных ВСПФ как отдель-
ные неизвестные, и поэтому выделили из каждого 
комплексного ij-уравнения действительное и мни-
мое. Сформированная таким образом система 
уравнений (12), (13) и (15), представляет собой 
основную систему уравнений предложенного ме-
тода моделирования флуктуационных явлений в 
полупроводниковых структурах и приборах и яв-
ляется действительной совместной системой ли-
нейных алгебраических уравнений.  

Обоснуем теперь один из вариантов выбора ве-

личины , которую следует рассматривать как  
параметр метода. Аппроксимируем дельта-функ- 
ции в уравнениях (8)—(11) так называемыми  

"размазанными" дельта-функциями ( )ix x   

 2 2( ) ( ( ) )i ix x a a a x x          [23]. Очевидно, 

что параметр размазки а должен удовлетворять 

условию а << h/2. В свою очередь окрестность , по 

которой проводится интегрирование ii-уравнения, 

должна удовлетворять неравенству h/2 >  >> а. 

Таким образом, для величины  справедлива 

оценка h/2 >  > h/6. В дальнейших расчетах бу-

дем принимать величину  равной среднему 
арифметическому минимальной и максимальной 

оценок  = h/3.  
 

Формирование линейной системы 
 

Правая граница рассматриваемой квазинейт-
ральной области p-типа (x = 0, i = N) представляет 
собой границу раздела с областью пространствен-
ного заряда p-n-перехода, а левая граница (x = –d, 
где d — ширина квазинейтральной области, i = 1) 
представляет собой блокирующий контакт для не-
основных носителей. Поэтому граничное условие 
для детерминированных уравнений непрерывно-
сти на правой границе рассматриваемой области 

имеет вид n = –n0 [14, 24], т. е. представляет  
собой граничное условие Дирихле, а на левой –  

n /x = 0 [14], т. е. представляет собой граничное 

условие фон Неймана. Граничное условие n = –n0 
на границе раздела квазинейтральной области с 
областью пространственного заряда имеет простой 
физический смысл — все электроны из квазинейт-
ральной p-области, попавшие на границу раздела с 
областью пространственного заряда, выносятся 
электрическим полем в n-область, что справедливо 
как в детерминированном случае, так и для флук-
туаций. Отсюда следует, что стохастическое гра-
ничное условие на правой границе квазинейтраль-
ной области p-типа также представляет собой 

граничное условие Дирихле n(0) = 0 и что соответ-

ствующие СПФ равны ( ) 0,S N   Re( ( ))S i N   = 0 

и Im( ( ))S i N   = 0.  

Таким образом, граничное условие Дирихле на 
правой границе позволяет исключить из рассмотре-
ния точку с номером i = N. Конечно-разностная ап-
проксимация граничного условия Дирихле в детер-
минированном случае тривиальна, и полученное в 
соответствии с ним ii-уравнение для точки с номе-
ром i = N – 1 имеет вид:  

 

 

2 2 2 2 4 4

2 2 4 4

(1 4 4 ) ( 1)

2( 2 )Re ( 1 2)

Dn Dn

Dn Dn

L h L h S N

L h L h S N N

 


 


     

     
 

 2 2 4 42 Im ( 1 2) ( 2)Dn DnL h S N N L h S N 
          


 

1 2
0

2 2 2

( ) ( 1) ( ( 1) )

2[ ( 1)] ( ) ( 1)

s

p Dn s s

A G N n N n

M N L h n N n N





        

     

  (16) 

 2 2 22[ ( 1)] ( ) ( 1)n Dp s sM N L h p N p N       
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а ij-уравнения, соответствующие парам точек с 

номерами i = N – 1 и 2  j < N – 1,  определяются 

соотношениями 
 

 2 2 2 2 4 4(1 4 4 )Re ( 1 )Dn DnL h L h S N j 
        

 

   

2 2 4 4( 2 ) Re ( 1 1)

Re ( 1 1) Re ( 2 )

Dn DnL h L h S N j

S N j S N j

 


 

     

       
 

  2 2 Im ( 1 1)DnL h S N j
                (17) 

    4 4+Im ( 1 1) Im ( 2 ) DnS N j S N j L h          

    Re ( 2 1) Re ( 2 1) 0;S N j S N j           

 

 2 2 2 2 4 4(1 4 4 )Im ( 1 )Dn DnL h L h S N j 
         

 

   

2 2 4 4( 2 ) Im ( 1 1)

Im ( 1 1) Im ( 2 )

Dn DnL h L h S N j

S N j S N j

 


 

     

       
 

  2 2 Re ( 1 1)DnL h S N j
               (18) 

    4 4Re ( 1 1) Re ( 2 ) DnS N j S N j L h           

    Im ( 2 1) Im ( 2 1) 0S N j S N j          
      

Конечно-разностную аппроксимацию гранич-

ных условий фон Неймана на левой границе рас-

сматриваемой области в детерминированном слу-

чае выполним обычным способом [25]. 

Полученное в соответствии с данной аппроксима-

цией ii-уравнение для точки с номером i = 1 имеет 

вид 

 

2 2 2 2 4 4

2 2 4 4

(1 4 4 ) (1)

4( 2 )Re (2 1)

Dn Dn

Dn Dn

L h L h S

L h L h S

 


 


    

   
 

  2 2 4 44 Im (2 1) 4 (2)Dn DnL h S L h S 
         (19) 

 
 

1 2
0

2 2 2

( ) (1) (1)

2[ (1)] (2) (1)

s

p Dn s s

A G n n

M L h n n





      

   
 

 2 2 22[ (1)] (2) (1)n Dp s sM L h p p     

 

 
а ij-уравнения, соответствующие парам точек с 

номерами 2  i < (N – 1) и  j = 1, определяются со-

отношениями 
 

 

 2 2 2 2 4 4(1 4 4 )Re ( 1)Dn DnL h L h S i 
       

  2 2 4 4( 2 ) 2Re ( 2)Dn DnL h L h S i 
     

   Re ( 11) Re ( 11)S i S i                 (20) 

   2 2 2Im ( 2) Im ( 11)DnL h S i S i
        

  4 4Im ( 11) 2 DnS i L h      

    Re ( 1 2) Re ( 1 2) 0;S i S i         

 2 2 2 2 4 4(1 4 4 )Im ( 1)Dn DnL h L h S i 
        

   

 

2 2 4 4

2 2 2 2

( 2 ) 2Im ( 2) Im ( 11)

Im ( 11) ( )

 
 

 


      

      

Dn Dn

Dn Dn

L h L h S i S i

S i L h L h
 

      2Re ( 2) Re ( 11) Re ( 11)S i S i S i             

    4 42 Im ( 1 2) Im ( 1 2) 0DnL h S i S i
          

 

Полученное в соответствии с принятыми ап-

проксимациями граничных условий Дирихле и 

фон Неймана ij-уравнение, соответствующее точ-

кам с номерами i = N – 1 и j = 1, имеет вид  
 

 2 2 2 2 4 4(1 4 4 )Re ( 11)Dn DnL h L h S N 
        

2 2 4 4( 2 )Dn DnL h L h     

    2Re ( 1 2) Re ( 2 1)S N S N           (22) 

    2 2 2Im ( 1 2) Im ( 2 1)DnL h S N S N
         

 4 42 Re ( 2 2) 0;DnL h S N
     

 

 2 2 2 2 4 4(1 4 4 )Im ( 11)Dn DnL h L h S N 
         

 

 

2 2 4 4

2 2

( 2 ) 2Im ( 1 2)

Im ( 2 1)

Dn Dn

Dn

L h L h S N

S N L h

 





    

     
  (23) 

    2Re ( 1 2) Re ( 2 1)S N S N         

 4 42 Im ( 2 2) 0DnL h S N
      

 

Выше было обосновано, что имеет смысл рас-

сматривать только те ij-уравнения, которые полу-

чены путем преобразования уравнений системы 

(5), соответствующих точкам сетки с номерами i > j. 

Покажем, что при определенных соотношениях 

между номерами точек i и j вследствие эрмитовой 

сопряженности ВСПФ в полученных ij-урав- 

нениях имеют место вырождение и смена знака 

некоторых членов. Так, из уравнений (12) и (13) 

видно, что при выполнении условия i = j + 1 вы-

полняются соотношения  Im ( 1 ) 0S i j     и 

 Im ( 1) 0.S i j     Кроме того, при выполнении 

условия i = j + 1 из уравнения (12) видно, что вы-

полняется равенство    Re ( 1 1) Re ( ) ,S i j S i j       

а из уравнения (13) видно, что выполняется равен-

ство    Im ( 1 1) Im ( ) .S i j S i j        Из уравне-

ния (13) видно также, что при выполнении усло-

вия i = j + 2 выполняется соотношение 

 Im ( 1 1) 0.S i j      Из уравнений (17) и (18) 

видно, что при выполнении условия j  = N + 2  вы-

полняются соотношения  Im ( 1 1) 0S N j      и 

 Im ( 2 ) 0.S N j     Кроме того, при выполнении 

условия j  = N – 2  из уравнения (17) видно, что 

(21) 
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выполняется равенство  Re ( 2 1)S N j      

 Re ( 1 ) ,S N j    а из уравнения (18) —  

выполняется равенство  Im ( 2 1)S N j      

 Im ( 1 ) .S N j     Из уравнения (18) видно так-

же, что при выполнении условия j  = N – 3  выпол-

няется соотношение  Im ( 2 1) 0.S N j      Из 

уравнений (20) и (21) видно, что при выполнении 

условия i = 2 выполняются соотношения 

 Im ( 2) 0S i    и  Im ( 11) 0.S i     Кроме того, 

при выполнении условия i = 2 из уравне- 

ния (20) видно, что выполняется равенство 

   Re ( 1 2) Re ( 1) ,S i S i      а из уравнения  

(21) — выполняется равенство  Im ( 1 2)S i     

 Im ( 1)S i   и при выполнении условия i = 3 вы-

полняется соотношение  Im ( 1 2) 0.S i      

 

Спектральная плотность флуктуаций тока 
 

Системы уравнений (12), (13) и (15)—(23) поз- 

воляют рассчитать СПФ-концентрации электронов 

для каждой точки сетки и ВСПФ-концентрации 

электронов для каждой пары точек сетки, обу-

словленные случайным характером процессов ге-

нерации—рекомбинации и рассеяния. Рассмотрим 

теперь связь этих величин с СПФ электронного 

тока в квазинейтральной р-области n
+
-p-перехода, 

где, как было отмечено выше, детерминированное 

электрическое поле и его флуктуации равны нулю. 

В этом случае из уравнений (3) следует, что  

для флуктуации плотности электронного тока в 

точке с номером i справедливо выражение: 

 ( ) ( ) ( ) ( 1)n nJ i qD h n i n i        ( ).nqj i  Приме-

ним к данному соотношению преобразование Фу-

рье, умножим полученное уравнение на комплекс-

но-сопряженное, усредним и, принимая во 

внимание соотношения (6) и (7), сократим общие 

множители. При этом используем тот же прием, 

связанный с интегрированием по нормировочной 

площади A и малой окрестности рассматриваемой 

точки сетки , что и при выводе ii-уравнения. 

Полученное выражение для СПФ-плотности элек-

тронного тока имеет вид 

 

 2( ) ( ) { ( ) ( 1) 2Re ( 1) }Jn nS i qD h S i S i S i i          

  22( ){Re ( 1)n nq D h C i i      

  2Re ( ) } 2 ( ) ( )n n sC i i q D n i A               (24) 

 

где ( )nC i j   — ВСПФ случайного источника, со-

ответствующего случайному характеру рассеяния 

электронов в точке с номером i и флуктуаций кон-

центрации электронов в точке с номером j, опре-

деленная по положительным частотам: 

   Re ( ) 2Re ( ) ,n nC i j i jC      Im ( )nC i j      

 2Im ( ) ,n i jC    ( ) ( ) 2 ( )nj i n j
         

( ).n i jC    

Для построения дополнительной системы ли-

нейных алгебраических уравнений, предназначен-

ной для расчета ВСПФ ( ),nC i j   необходимо ум-

ножить массив Фурье-трансформант случайных 

источников, соответствующих случайному харак-

теру рассеяния электронов в точках сетки с номе-

рами i = 1...N, на комплексно-сопряженную систему 

уравнений (5), а затем выполнить те же преобра-

зования, что и при выводе ii- и ij-уравнений. Та-

ким образом, учет случайного характера процес-

сов рассеяния в рамках предложенного метода 

обусловливает существенное увеличение объема 

расчетов по сравнению со случаем, когда флук-

туации обусловлены только случайным характе-

ром процессов генерации—рекомбинации.  

Из уравнения (24) видно, что в случае, когда 

флуктуации обусловлены случайным характером 

процессов генерации—рекомбинации, а случай-

ным характером процессов рассеяния можно пре-

небречь, СПФ-плотности электронного тока опре-

деляются соотношением 
 

 

2( ) ( ) { ( ) ( 1)

2Re ( 1) }

Jn nS i qD h S i S i

S i i

  



    

   
      (25) 

 

СПФ-плотности полного тока рассматриваемо-

го n
+
-p-перехода JS   равна СПФ-плотности элек-

тронного тока на границе раздела области про-

странственного заряда и квазинейтральной  

р-области (в точке с номером i = N), т. е. 

( ).J JnS S N   Подставим в выражение (25) гра-

ничное условие, поставленное на правой границе 

квазинейтральной р-области ( ) ( ) 0,S N S N j     

и получим, что величина JS   определяется соот-

ношением 
2( ) ( 1)J nS qD h S N                     (26) 

 
Тестирование метода 

 

На основе предложенного метода рассчитаем 

СПФ диффузионного тока и фототока обратно-

смещенного p-n-перехода, обусловленную генера-

ционно-рекомбинационным шумом, и сравним 

результаты численных расчетов с аналитическим 

решением. Аналитическое решение стохастиче-

ского уравнения непрерывности в амбиполярной 

форме в квазинейтральной p-области обратносме-

щенного n
+
-p-перехода, освещенного со стороны 
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n
+
-области, получено в работе [7], где показано, 

что СПФ-плотности полного тока такого p-n-

перехода, определенная по положительным часто-

там, определяется выражением для дробового шума  
 

02 2 ( ) ,J ph DnS q J q n L      
 

где phJ  — плотность потока фотонов, падающих 

на p-n-переход; 

        — квантовая эффективность.  

Заметим, что результаты работы [7] получены 

для случая p-n-перехода с длинной базой и с оми-

ческими контактами, в то время как выше был 

рассмотрен p-n-переход с блокирующим контак-

том. Тем не менее в силу единственности реше- 

ния в случае, когда стационарная концентрация 

электронов в точке x = –d в структуре с блоки-

рующим контактом удовлетворяет условию 

0( ) ,sn d n  возможно корректное сравнение ре-

зультатов, полученных для этих двух различных 

n
+
-p-структур.  

В качестве тестовой структуры выберем  

n
+
-p-переход на основе CdxНg1-xTe состава x  0,2, 

темновой ток которого при криогенных темпера-

турах определяется диффузионным механизмом 

[26]. Расчеты будем проводить при следующих 

значениях параметров полупроводника: время жизни 

 = 10
–8

 c, диффузионная длина электронов LDn = 3 мкм, 

собственная концентрация ni = 10
13

 см
–3

,  концен-

трация акцепторов в p-области Na = 10
16

 cм
–3

. 

Плотность потока фотонов, падающих на p-n-пе- 

реход, примем равной 16 2 12,5 10 см с ,phJ      что 

соответствует углу зрения на фон  = 30 и темпе-

ратуре фона 300 К. Величину нормировочной 

площади примем равной А = 1 см
2
, значения СПФ 

будем рассчитывать на частоте  = 10
6
 Гц.  

При засветке p-n-перехода со стороны n
+
-

области амбиполярное уравнение непрерывности в 

квазинейтральной области p-типа имеет вид 
 

2 2 2 ( )exp( ) 0Dn ph nn x n L J D x             (27) 
 

где  — коэффициент поглощения.  

Как было отмечено выше, граничное условие 

на правой границе квазинейтральной области  

p-типа рассматриваемого n
+
-p-перехода х = 0 име-

ет вид n = –n0, а граничное условие на левой гра-

нице x = –d  — вид n/x = 0. При данных гра-

ничных условиях в случае отсутствия засветки 

решение уравнения (27) определяется выражением 

 

 0( ) (1 ch ( ) ) ch( )sd Dn Dnn x n x d L d L          (28) 

 

а при освещении p-n-перехода решение уравнения 

(27) имеет вид 
 

0( ) {1 ch(( ) ) ch( )}sph Dn Dnn x n x d L d L        

 2

2 2

{ ch ( ) }/

[ ( 1)ch( )]

ph Dn Dn

n Dn Dn

J L x d L

D L d L

   

    
  

2 3

2 2

{ exp( )sh( )}/

[ ( 1)ch( )]

ph Dn Dn

n Dn Dn

J L d x L

D L d L

   

    
         (29) 

2 2 2{ exp( )} [ ( 1)]ph Dn n DnJ L x D L        
 

Из выражений (28) и (29) следует, что кванто-

вая эффективность рассматриваемого p-n-пе-

рехода 0( )( ( ) ( ) )n ph sph sd xD J n x x n x x        

определяется выражением 
  

2 2{ [ ( 1)]}{th( )

(1 exp( ) ch( )}

Dn n Dn Dn

Dn Dn

L D L d L

L d d L

      

     
     (30) 

 

Рассчитаем сначала СПФ-плотности темнового 

тока тестового n
+
-p-перехода, длина квазинейт-

ральной p-области которого равна d  = 20 мкм, что 

обеспечивает хорошее выполнение условия ns(–d)  

 n0. Примем число точек сетки равным N = 251, 

и используя распределение электронов по квази-

нейтральной области (28), решим системы уравне-

ний (12), (13) и (15)—(23), полагая отличными от 

нуля только случайные источники, соответствую-

щие случайному характеру процессов генерации—

рекомбинации. После этого, используя формулу 

(26), получим, что СПФ-плотность темнового тока 

рассматриваемого n
+
-p-перехода равна  JdS    

23 4 11,524 10 А см с .        Расчет по формуле для 

СПФ дробового шума дает СПФ диффузионного 

тока 23 4 1
02 ( ) 1,535 10 А см с .Jdiff DnS q n L   

        

Рассчитаем теперь СПФ-плотности полного тока 

освещенного тестового n
+
-p-перехода, длина квази-

нейтральной p-области которого равна d = 30 мкм.  

В работе [7] показано, что максимальные пороговые 

характеристики фотодиода реализуются при вы-

полнении условия LDn >> 1/. Для выполнения по-

следнего неравенства примем значение коэффици-

ента поглощения равным  = 210
4
 cм

–1
, что 

примерно на порядок превышает эксперименталь-

но наблюдаемую величину в CdxНg1-xTe состава  

х  0,2. Расчеты показывают, что при принятых 

значениях величин  и Jph в тестовой структуре 

обеспечивается хорошее выполнение условия  

ns(–d)  n0. Примем число точек сетки равным  

N = 251, и используя распределение электронов по 

квазинейтральной области (29), решим системы 

уравнений (12), (13) и (15) – (23), полагая отлич-

ными от нуля только случайные источники, соот-

ветствующие случайному характеру процессов 

генерации—рекомбинации. После этого, исполь-
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зуя формулу (26), получим, что СПФ-плотности 

полного тока рассматриваемого n
+
-p-перехода 

равна 21 4 11,32 10 А см с .JS   
      Расчет по фор-

муле для СПФ дробового шума дает СПФ фотото-

ка  2 1 4 12 1 , 1 1 1 0А с м с .J p h p hS q J   
        Таким 

образом, результаты численных расчетов СПФ 

полного тока тестового n
+
-p-перехода хорошо сов-

падают с аналитическим решением. 

 

Заключение 
 

Сформулируем основные особенности предло-

женного метода моделирования стационарных 

флуктуационных явлений в полупроводниковых 

структурах и приборах. 

 Предложенный метод по существу является 

модификацией метода Ланжевена. 

 Метод пригоден для моделирования флук-

туационных явлений в рамках не только диффузи-

онно-дрейфовой модели, но и любых других мо-

делей явлений переноса. 

 Флуктуационные явления рассматриваются 

по существу в рамках тех же допущений, при ко-

торых справедливы детерминированные уравне-

ния выбранной модели явлений переноса. При по-

строении основной системы уравнений метода 

использовались только дополнительные предпо-

ложения о спектральных плотностях флуктуаций 

случайных источников. 

 Для расчета пространственных и временных 

корреляторов флуктуирующих величин в рамках 

предложенного метода необходимо предваритель-

но получить решение детерминированной системы 

уравнений выбранной модели явлений переноса. 

При этом в случае, если решение детерминиро-

ванной системы получено численными методами, 

предложенный метод моделирования флуктуаци-

онных явлений должен быть адаптирован к спосо-

бу дискретизации детерминированной системы 

уравнений.  

 В рамках метода могут быть рассчитаны 

флуктуации токов и концентраций подвижных но-

сителей, обусловленные как случайным характе-

ром процессов генерации—рекомбинации, так и 

случайным характером процессов рассеяния, од-

нако в последнем случае необходим значительно 

больший объем расчетов. 

 Метод допускает любую пространственную 

корреляцию спектральных плотностей флуктуаций 

ланжевеновских случайных источников, в том 

числе дельта-корреляцию. Последняя обусловли-

вает введение параметра метода .  

 Основная система уравнений представляет 

собой линейную систему алгебраических уравне-

ний, для решения которой могут быть использова-

ны хорошо известные методы вычислительной 

математики, а не систему стохастических диффе-

ренциальных уравнений.  

 Результаты тестовых расчетов показывают 

высокую точность предложенного метода.  

 
 

Работа выполнена при поддержке Российского 
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A. Yu. Selyakov 
Orion Research-and-Production Association, Moscow, Russia 

 

On the basis of modification of the Langevin method a new method of numerical analysis of sta-

tionary fluctuation phenomena in the semiconductor structures and devices is proposed. The main 

system of equations of the method is the system of linear algebraic equations for computation of 

correlators of fluctuations of concentrations of mobile carriers and currents and not a system of sto-

chastic differential equations. The method take into account both the accidental nature of processes 

of generation—rekombination, and the accidental nature of scattering processes. Results of numeral 

computation of spectral density of noise of test n
+
-p-junction well agree with the analytical solution.  
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Определение времени жизни основных и неосновных  

носителей заряда в CdHgTe p-типа методом фотопроводимости  

в магнитном поле 
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В. Я. Костюченко, В. С. Крылов 
Сибирская государственная геодезическая академия, г. Новосибирск, Россия 

 

Определено время жизни основных и неосновных носителей заряда в пленках МЛЭ 

CdHgTe p-типа при низких температурах. Обнаружено, что фотопроводимость в маг-

нитном поле в геометрии Фарадея (ЕВk) имеет независящую от магнитного поля со-

ставляющую, обусловленную вкладом неравновесных основных носителей (дырок). Этот 

вклад может составлять до 20 % от амплитуды стационарной фотопроводимости, что 

приводит к завышению определяемого данным методом значения времени жизни электро-

нов. 

 

Тройной сплав CdxHg1-xTe (КРТ), где х — моль-

ное содержание Cd, на сегодняшний день является 

основным материалом для создания фотоприем-

ных устройств (ФПУ) для среднего (3—5 мкм) и 

дальнего (8—12 мкм) инфракрасного диапазонов 

[1]. Большеформатные ФПУ изготовляют пре-

имущественно в виде матриц n-p-переходов, при-

чем база обычно имеет проводимость p-типа. Это 

связано прежде всего с тем, что технологически 

легче сформировать область с проводимостью n-

типа в p-типе, чем наоборот. При этом ключевыми 

параметрами материала, которые необходимо кон-

тролировать для получения высококачественных 

ФПУ, являются время жизни и подвижность неос-

новных носителей заряда (электронов). 

В вакансионном p-КРТ для x 0,22 (с 10 мкм) 

время жизни носителей заряда при низких темпе-

ратурах ограничено рекомбинацией Шокли-Рида 

[2]. В этом случае, как показано в работах [3, 4], 

значение времени жизни зависит от способа его 

измерения. При использовании для этой цели ме-

тода стационарной фотопроводимости обычно 

предполагается, что изменение проводимости обу-

словлено только неравновесными неосновными 
 

 

© Протасов Д. Ю., Овсюк В. Н., Костюченко В. Я., Крылов В. С., 2007 


