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Дано объяснение природы векторного обмена и приведено аналитическое выражение для 
оператора такого обмена. Это дает возможность оценить из экспериментальных спек-
тров электронного параметрического резонанса (ЭПР) величину и направление константы 
векторного обмена. 

 
Для теоретического расчета спектров магнит-

ного резонанса двухспиновых систем в работе [1] 
было предложено матричное уравнение, эквива-
лентное квантовому уравнению Лиувилля 

[ , ]
•
= +M i H M RM  с введенным полуэмпириче-

ским оператором релаксации (четырехиндексной 
матрицей Rmjkn). Введение этого оператора дало 
возможность обобщить уравнение Лиувилля на 
неравновесные процессы. В спин-гамильтониане 
основное внимание было уделено его структуре, 
которая отражает динамическую часть (строение 
парамагнитного центра) и влияние скалярного (J) 
и векторного (G) обменных взаимодействий наря-
ду с дипольным (D, E) на форму спектра ЭПР 
двухспиновой системы [2]. На основе этих поло-
жений, не используя теории возмущений, прове-
дено моделирование спектров магнитного резо-
нанса двухспиновых систем [3, 4]. 

Как известно [5], изотропное обменное взаимо-
действие описывается спин-гамильтонианом  
 

1 2( )=
r r

,
)

H J S S  
 
где  J — константа изотропного спинового обме-

на;  

1 2
r r
S S  — скалярное произведение спиновых опе-

раторов.  
Для векторного обменного взаимодействия 

принят cпин-гамильтониан [5]  
 

1 2( [ ]),H G S S= ×
r r r)

 
 

где  G — векторная константа обмена; 
S1×S2 — векторное  произведение  спиновых опе-

раторов.  

Здесь целесообразно остановиться на природе 
векторного обменного взаимодействия. Существо-
вание антисимметричного обменного взаимодей-
ствия впервые экспериментально было обнаруже- 
но в работе [6] при исследовании антиферромаг-
нитных свойств MnCaCo3. Для объяснения этих 
результатов в работе [7] был введен в свободную 
энергию кристаллической решетки член, пропор-
циональный проекции векторного произведения 
магнитных моментов двух подрешеток. Это при-
водит к возникновению намагниченности, перпен-
дикулярной плоскости, в которой находятся спины 
двух взаимодействующих центров. В работе [8] 
показано, что антисимметричный обмен может 
быть получен в рамках теории возмущений по 
спин-орбитальному и изотропному обменному 
взаимодействиям между двумя центрами. Однако 
до сих пор в литературе не нашло удовлетвори-
тельного объяснения происхождение векторного 
обменного взаимодействия между двумя спинами, 
которое приводило бы к явному выражению для 
оператора такого обмена. Это не позволяет вычис-
лять амплитуду и направление константы вектор-
ного обмена G на основе электронной структуры 
двухспиновой системы в синглетном или триплет-
ном состоянии. Поэтому нельзя сравнивать рас-
считанное значение этой константы с опытной ве-
личиной, полученной из экспериментальных 
спектров магнитного резонанса, и ориентацией в 
пространстве в молекулярной системе координат 
константы векторного обмена.  

В настоящей работе предлагается объяснение 
природы векторного обмена и приводится анали-
тическое выражение для оператора такого обмена. 
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Векторный обмен 
 

Прежде всего отметим, что из уравнения не-
прерывности 

0∂ρ
+ =

∂
divj

t
 

 

вытекает равенство нулю дивергенции плотности 
тока j, когда плотность заряда ρ не зависит от вре-
мени. Но из этого факта никак не следует, что и 
плотность тока j тождественно равна нулю, а име-
ется всего лишь указание на то, что ток имеет вих-
ревую структуру, хотя в частном случае тока мо-
жет и не быть (см., например, формулу (V1.27) из 

работы [9] 
[ ]

3 rot( )
r

A
rr

μ× μ
= =

r r rr
). 

Когда свободный электрон занимает стацио-
нарную орбиту, он делокализован в пространстве с 
постоянной во времени плотностью заряда еρ =  
= еψψ*, где е — заряд электрона; ψ* — комплекс-
но-сопряженная волновая ψ-функция.  

Для стационарного состояния эта функция дей-
ствительна (ψ = ψ*). На первый взгляд может по-
казаться, что плотность тока в каждой точке про-
странства делокализации равна нулю. Но это не 
так. Неспаренный электрон кроме заряда обладает 
еще и магнитным моментом μ, который делокали-
зован на той же стационарной орбите с магнитной 
спиновой плотностью μρ, где ρ = ψψ*, а следова-
тельно, плотность магнитного спинового тока  
j = rot μρ. 

По правилам векторной алгебры имеем 
 

j = rot μρ = ρ rot μ + μ×grad ρ. 
 

Поскольку μ — постоянный магнитный момент 
неспаренного электрона, то rot μ = 0, и плотность 
тока всецело определяется градиентом плотности 
неспаренного электрона, который удобно выра-
зить как grad μ = ψ grad ψ*+ ψ* gradψ.  

Для стационарного состояния можно записать, 
что  

j = 2μ × ψ grad ψ = 〈ψ ⎪ 2μ × ∇⎪ ψ〉, 2μ × ∇ — 
оператор плотности тока для делокализованного 
магнитного момента.  

В каждой точке пространства делокализации 
вектор плотности спинового тока j направлен пер-
пендикулярно как магнитному моменту неспарен-
ного электрона μ, так и градиенту спиновой плот-
ности. Энергия взаимодействия двух спиновых 
токов j1 и j2, находящихся на расстоянии R12, опре-
деляется выражением [10] 
 

1 2 1 2
12 0

12

( ) ,= μ ∫∫
r r

r
j j dV dVE

R
 

где j1 = rot μ1ρ1 и j2 = rot μ2ρ2 .  

Но столь же вероятна ситуация, когда j3 =  
= rot μ1ρ2 и j4 = rot μ2ρ1. Тогда имеем  

 

3 4 1 2
34 0

12
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и окончательное выражение для энергии двух 
спиновых токов j1 и j2 приобретает следующий 
вид: 

1 2 3 4 1 2
0

12

(( ) ( ))
.

−
= μ ∫∫

r r r r

r
j j j j dV dV

E
R

 

 

После подстановки явных выражений для плот- 
ности магнитного спинового тока и тождествен-
ных преобразований матричный элемент спин-
гамильтониана векторного обменного взаимодей-
ствия запишется как 

 

[ ] [ 1 2
12 0 1 2 1 2 1 2 1 2

12
4

⎤∇ ×∇ ⎦= μ ψ ψ μ ×μ ⋅ ψ ψ∫∫
) ) )

rH d
R

V dV

 

и, соответственно, спин-гамильтониан векторного 
обменного взаимодействия будет иметь следую-
щий вид: 

 

[ ] [ ] [ ]1 2 1 2
0 1

12

( )
4 (

μ ×μ ⋅ ∇ ×∇
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где 
)

G  — явное выражение оператора векторного 
обмена; 

1
1 1

;
1

∂ ∂ ∂
∇ = + +

∂ ∂ ∂

rr r
i j k

x y z
  

2
2 2

.i j k
2x y z

∂ ∂ ∂
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∂ ∂ ∂
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Здесь 1 2,μ μ) )  — спиновые операторы; 
2 2

1 2 12 1 2 1 2 1 2( ) ( ) (− = − + − + − 2)
r r r
R R R x x y y z z   —   

расстояние между спинами; 
                     μ0 — магнитная постоянная.  

Оператор векторного обмена 
)

G  позволяет оце-
нить из молекулярных параметров амплитуду и 
направление константы векторного обмена G.  

Таким образом, после замены оператора ∇
r

 на 

= ∇
rhrp

i
 и ряда преобразований получим в стан-

дартных единицах выражение для оператора век-
торного обмена 

 

)1 2
1 2

[ ] [ ]×⎛= ⋅ μ ×⎜
⎝

.μ
r r) r rp pH

R
 

 

Вместе с уже известными спиновыми операто-
рами [10] можно в окончательном виде записать 
спин-гамильтониан: 
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Сонолюминесценция (СЛ), обоснованность поиска которой следовала из уравнений Ре-
лея, после экспериментов Френцеля и Шультеса до сих пор — эффект сложный и отчасти 
не лишенный таинственности. В определенных условиях проведения эксперимента был 
обнаружен коротковолновый рентгеновский участок СЛ. На основе этих экспериментов в 
1973 г. была предложена термоядерная модель СЛ, а в 1990 г. при кавитации тяжелой воды 
на дейтерированных титановых зародышах наблюдался выход нейтронов.  
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