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Теоретически исследовано влияние стохастического возмущения параметров потока 

жидкости на интегральные характеристики течения в плоском канале. Показано, что на-

ложение внешних флуктуаций скорости и давления приводит к снижению гидродинамичес-

кого сопротивления. Величина уменьшения сопротивления пропорциональна иненсивности 

источника стохастических возмущений.  
 

Понижение гидродинамического сопротивле-
ния является важной задачей для многих областей 
науки и техники, начиная от нефтяной промыш-
ленности и заканчивая исследованиями потоков 
вещества в наноструктурных трубках. Известные 
методы воздействия на гидродинамическое сопро-
тивление сводятся к понижению вязкости жидко-
стей за счет нагревания или специальному профи-
лировнию каналов течения (обтекаемых тел). 
Помимо непосредственного нагрева используется 
ультразвуковое воздействиe, которое в итоге так-
же приводит к повышению температуры облучае-
мой жидкости при релаксации энергии упругих 
колебаний. В рассматриваемой работе предлагает-
ся физический механизм воздействия на эффек-
тивную вязкость потока жидкости посредством 
возбуждения стохастических флуктуаций пара-
метров потока.  

Известно [1], что при турбулизации потока 
ньютоновой жидкости в трубе часть поступатель-
ной энергии передается флуктуационным движе-
нием элементов жидкости. Следствием этого явля-
ется уменьшение средней скорости потока при 
постоянном перепаде давления между входным и 
выходным сечениями трубы. Простое физическое 
описание этого явления впервые предложено Рей-
нольдсом в 1894 г. [2].  

Современные методы описания турбулентности 
активно используют аппарат статистической фи-
зики. В частности, в работах [3—5] для описания 
полей флуктуирующих величин используется тех-
ника стохастических дифференциальных уравне-
ний и кинетических уравнений типа уравнения 
Фоккера-Планка.  

Данная работа посвящена анализу возможности 
реализации механизма, обратного турбулентности, 
т. е. рассматривается возможность передачи энер-
гии из флуктуационных степеней свободы физи-
чески малых объемов жидкости в направленное 
движение.  

 

Физическое описание 
 

Для простоты физического описания рассмот-

рим модельную задачу о течении вязкой несжи-

маемой жидкости с плотностью  и вязкостью  в 

плоском канале (рис. 1) под действием стационар-

ного перепада давления p. В начальный момент 

времени t = 0 на поток накладываются возмуще-

ния за счет вибрации верхней стенки канала. Уп-

рощая дальнейшее рассмотрение, положим мак-

симальную амплитуду вибрации стенки много 

меньшей толщины канала ly и будем рассматри-

вать только стохастические возмущения скорости 

потока vy = u, исходящие от верхней стенки. 

Другими словами, с точки зрения гидродинамики 

в данной постановке на верхней стенке канала 

реализуется “вдув-отсос”, и при этом не наруша-

ются условия прилипания по х-компоненте скоро-

сти потока vx. При дальнейшем рассмотренни  

будем считать флуктуации у-составляющей при  

y = ly гауссовым шумом: 
 

δ ( ) ( τ) μδ(τ), δ ( ) 0.u t u t p t           (1) 
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Рис. 1. Геометрия канала течения 

 

Для х-составляющей скорости уравнение Навье-

Стокса записывается следующим образом: 
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Уравнение непрерывности в данном случае вы-

глядит так: 
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Рассмотрим окрестность центральной точки 

канала (lx / 2, ly / 2). Обозначая в этой области vx=v, 

учитывая (2), (3) и полагая lx>>ly, аппроксимируем 

значения пространственных производных конеч-

но-разностным методом: 
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Таким образом, из (2), (4)—(8) можно получить 

уравнение для скорости в центральной точке  

канала 

2

8 δ
.

x yy

p v u
v v

l ll
                     (9)

 
 

Уравнение (9) представляет собой стохастиче-

ское дифференциальное уравнение с флуктуи-

рующим членом u, имеющим функцию распреде-

ления гауссовского вида. Уравнения такого вида 

также называют уравнениями Ланжевена. Соглас-

но теории стохастических уравнений [6, 7], такому 

уравнению соответствует кинетическое уравнение 

Фоккера-Планка, решением которого является 

функция распределения ),( tvf . В рассматривае-

мом случае это функция распределения по скоро-

стям в центральной точке канала.  

Если уравнение Ланжевена записано в виде 

( ) ( )δ ( ),v F v G v u t  где u — флуктуирующая 

величина с гауссовым распределением, то соот-

ветствующее уравнение Фоккера-Планка пред-

ставляется следующим образом: 
 

2
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где  21
μ, μ.

2

G
A F G B G
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В рассматриваемом случае 
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Уравнение (10) принимает вид
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где 
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Уравнение (11) позволяет вычислить среднюю 

скорость ( , )v f v t vdv , зная свойства функции 

распределения при .v  Умножая (11) на v и 

интегрируя по dv в бесконечных пределах  

(см. Приложение), получим уравнение для средней 

скорости: 

.
v

r v c
t

                      (12) 

 

Решение (12) с начальным условием 00t
v v  

можно записать в виде  
 

0( ) exp( ) .
c c

v t v rt
r r

 

 

Здесь и далее знак усреднения опускается.  

В стационарном режиме средняя скорость 
 

2

.
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Время релаксации к стационару 
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ρ 2y yl l
 

 

Выражение (13) описывает течение Пуазейля в 

плоском канале с уменьшенной эффективной вяз-

костью: 

μρ
η η .

16
eff  

 

Отклонение численного коэффициента в соот-

ношении (13) от точного решения для течения 

Пуазейля в плоском канале обусловлено конечно-

разностной апроксимацией пространственных 

производных.  

Согласно определению (1), для оценки интен-

сивности стохастического воздействия при приме-
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нении реальных генераторов шума можно исполь-

зовать формулу 
 

2δ 2
μ ,

Δω ρΔω

V
u E

 

 

где EV  — объемная плотность энергии генератора;  

       — диапазон  частот   (ширина  шумового 

спектра). 

Так как в приложениях реализация подобных 

возмущений возможна только при вибрациях 

верхней стенки канала, то существенным ограни-

чением описанного подхода является условие ма-

лости амплитуды колебаний стенки ly < ly:  
 

2μΔω
δ ~ τ δ ~ μ Δω,

Δω
y v yl u l              (14) 

 

где v — среднее время пульсаций u. 

Рассмотренная задача при условии (14) имеет 

точное решение, описывающее линейное умень-

шение гидродинамического сопротивления канала 

с ростом интенсивности искусственно созданных 

флуктуаций поперечной компоненты скорости. 

Однако с прикладной точки зрения легче созда-

вать пульсации давления. Задача о возбуждении 

потока в плоском канале при наложении внешних 

флуктуаций на продольный градиент давления 

также рассмотрена. В этом случае стенки канала 

неподвижны, а перепад давления складывается из 

постоянной составляющей p и флуктуирующей 

части p, которая также, как и в предыдущем слу-

чае, рассматривается как гауссова случайная вели-

чина 
 

δ ( )δ ( τ) μ δ(τ), δ ( ) 0.pp t p t p t  

 

В данном случае применяется та же вычисли-

тельная техника, как и в предыдущем, с единст-

венным отличием. Для выявления эффекта при 

одномерных возбуждениях потока необходимо 

рассматривать приближение слабосжимаемой 

жидкости, так как в противном случае уравнение 

Ланжевена линейно по возмущениям давления, 

что приводит лишь к изменению вида функции 

распределения, а средняя скорость потока остается 

равной скорости в невозмущенном случае. Учет 

сжимаемости приводит к следующим уравнениям 

Ланжевена и Фоккера–Планка: 
 

2 2

2

α 8η α 1
δ ;

ρ ρρx x x xy

p p
v v v v p

l l l ll
 

2
4 2

2

3 2

2

χ
ξ γ

2

3χ ( 3ξ)

3χ 2 ξ .

f f
v v

t v

f
v av b v c

v

v av b f

         (15) 

 

В (15) введены обозначения: 2χ μ (α ) ,p xl  

2ξ μ α (ρ ),p xl  
2

γ 0,5μ (ρ ) ,p xl  α ,xa p l  

28η ρ ,yb l   — сжимаемость жидкости. Исполь-

зование разложения стационарного решения урав-

нения (15) по малому параметру (сжимаемости) 

позволяет вычислить первую поправку к средней 

скорости в центральной точке канала: 
 

2 4

3 2

αμ43
.

8η 256 η

y p y
st

x x

l l pp
v

l l
            (16) 

 

Выражение (16) описывает линейный рост 

средней скорости течения в центральной точке 

канала с ростом интенсивности шумового воздей-

ствия p.  

 

Обсуждение результатов 
 

В работе на основе методов статистической фи-

зики проанализирована возможность применения 

стохастического возмущения параметров потока 

жидкости для уменьшения гидродинамического 

сопротивления канала. Показано, что с увеличени-

ем интенсивности вносимых “из вне” флуктуаций 

поперечной скорости и продольного градиента 

давления растет средняя скорость потока (выра-

жения (13) и (16)) при постоянной средней вели-

чине перепада давления. С инженерно-прикладной 

точки зрения это может трактоваться как умень-

шение гидродинамического сопротивления канала 

или понижение эффективной вязкости жидкости.  

На рис. 2 приведены функции распределения 

по скорости в центральной точке канала при раз-

личных интенсивностях шумового воздействия. 

Рис. 3 иллюстрирует уменьшение эффективной 

вязкости с ростом средней амплитуды воздействия. 

Полученные результаты могут иметь практиче-

ское применение прежде всего в тех случаях, ко-

гда невыгодно (не представляется возможным) 

увеличивать стационарный перепад давления в 

гидросистеме, а также когда применение тепловых 

методов понижения вязкости неэффективно или 

затруднено. В частности, воздействие шумовым 

акустическим сигналом может проводиться при 

низкой естественной депрессии в нефтедобываю-

щих скважинах для увеличения  дебита  жидкости. 
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Рис. 2. Функции распределения по скорости в цен-

тральной точке канала при различных интенсивно-

стях шумового воздействия ( 2> 1) 

 

Оценки, проведенные с использованием получен-

ных результатов, показывают, что при воздейст-

вии источником шумового акустического сигнала 

в слышимом диапазоне частот на нефтедобываю-

щий пласт толщиной 1 м можно ожидать увеличе-

ния дебита скважины на 1—20 % при мощности 

источника 1 кВт. Результат зависит от вязкости и 

сжимаемости жидкости, а также от пористости 

пласта.  

 

 

 
Приложение 

 

Интегрирование функции распределения f(v) и ее 

производных с различными весами: 
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Hydrodynamic resistance reducing by stochastic impact 
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The influence of stochastic perturbations of liquid flow parameters on integral characteristics of 

flux is investigated theoretically. It is shown that external fluctuations in velocity and pressure field 

lead to hydrodynamic resistance decrease. The magnitude of resistance decrease is proportional to 

the intensity of stochastic fluctuations field.  

 

 

 

* * *  

Рис. 3. Зависимость эффективной вязкости  

от среднеквадратичного значения амплитуды  

воздействия 


