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Показано, что затухание ленгмюровских колебаний плазмы определяется квантовой 

природой, причем коэффициент затухания, пропорциональный четвертой степени заряда 
электрона, обусловлен термическими флуктуациями электронов и неаналитически зави-
сит от постоянной Планка , стремящейся к нулю, т.  При частотах  ко-
эффициент затухания обладает максимумом, отождествляемым с бозонным пиком. 

h е. hh→ 0. /� Т

 
PACS: 03.70.+k; 52.35.-g 

  
Введение 

 

В последние годы в физике аморфных тел ин-
тенсивно обсуждается проблема так называемого 
"бозонного пика", заключающаяся в аномальном 
поглощении фононных волн на частотах ∼1012 1/с. 
Бозонный пик широко распространен и освещен в 
работах [1—6]. Им обладают практически все сре-
ды со случайно выраженными неоднородностями. 
Диапазон температур появления бозонного пика 
простирается от десятка до тысячи градусов Кель-
вина [7, 8]. Природа бозонного пика остается не-
ясной до сих пор [9—11]. Универсальность бозон-
ного пика ставит вопрос об универсальном 
характере его появления. 

В работе [6] было высказано предположение, 
что природа бозонного пика связана не с погло-
щением фононных волн, а с их некогерентным 
рассеянием на неоднородностях в пространствен-
но-случайных средах. Экспериментально коэффи-
циент экстинкции от коэффициента поглощения 
отличить трудно. 

Если представить аморфное тело состоящим из 
хаотически разбросанных в пространстве коге-
рентных сгустков размером lc, то можно оценить 
характерную частоту ωc бозонного пика следую-
щим образом. Пусть длина фононных волн λ >> lc. 
Рассеяние их невелико, поскольку размеры неод-
нородностей вещества много меньше λ. Если λ << lc, 
то рассеяние будет также подавляться, так как 
волны распространяются теперь в локально одно-
родной среде, и справедливо приближение эйко-
нала. Если же λ ∼ lc, то рассеяние оказывается мак-
симальным.  

Мы имеем дело с пространственным резонан-
сом, который отличается от частотного по своим 

свойствам. Обозначив скорость распространения 
фононов через v, для характерной частоты появ- 
ления бозонного пика находим ωc ∼ v/lc. Посколь-
ку скорость акустических волн в твердом теле  
v ∼105 см/с, а lc определяется теледебаевской дли-
ной по порядку величины, совпадающей с разме-
рами атомов lc ∼10–7 см, то ωc ∼1012 1/с. Если ука-
занный механизм возникновения бозонного пика 
справедлив, то он неспецифичен для аморфных 
тел. Бозонный пик должен появляться во всех 
волновых процессах, распространяющихся в слу-
чайных средах. 

 

Не должна представлять исключение и элек-
трон-ионная плазма при учете наличия в ней 
флуктуационных явлений. Но здесь, однако, воз-
никает вопрос о длине когерентности lc. Согласно 
классическим представлениям в плазме, lc = 0, но 
тогда в теории бозонного пика промежуточные 
интегралы по волновым числам k оказываются 
расходящимися [6] при больших значениях k.  

Проблема исчезает, если плазму описывать 
квантовым образом. Изначально можно предпо-
ложить, что волны де Бройля, описывая когерент-
ные свойства вещества на своем протяжении, мо-
гут служить причиной формирования lc. Но в 
таком случае стандартная электрон-ионная плазма 
должна рассматриваться как квантовый объект, не 
допускающий предельного перехода  Ис-
следование этого вопроса подтверждает такое 
предположение. 

0.→h

С другой стороны, расчет диэлектрической 
проницаемости ε электрон-ионной плазмы в низ-
шем приближении по константе взаимодействия 
∼e2 приводит к теории Власова—Ландау [12, 13]. 
Этот расчет опирается на уравнение Больцмана 
[14], которое в бесстолкновительном приближе-
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нии носит название "уравнения Власова". Теория 
Власова—Ландау оперирует с самосогласованным 
электромагнитным полем в его простейшем вари-
анте. Поправка к ε на основе учета в уравнении 
Больцмана интеграла столкновений оказывается 
пропорциональной ∼e6. Возникает вопрос о при-
чине исчезновения в теории члена, пропорцио-
нального ∼e4, и правилах отбора, на основании ко-
торых этот член исчезает. Разумеется, учет 
флуктуаций в плазме вследствие некогерентного 
томсоновского рассеяния поперечных волн даст 
вклад в коэффициент экстинкции ∼e4, но остается 
вопрос о существовании бозонного пика и его ло-
кализации. В теории продольных волн вопрос еще 
более неясен.  

Электрон-ионную плазму можно рассчитывать 
методами квантовой электродинамики, минуя 
уравнение Больцмана. Этот путь автоматически 
учитывает все флуктуационные эффекты и эффек-
ты "среднего поля", и нет оснований ожидать ис-
чезновения здесь фейнмановских диаграмм чет-
вертого порядка. 

В настоящей работе рассчитывается поправоч-
ный член ∼e4 к затуханию Ландау, т. е. к затуха-
нию продольных волн в плазме, вызванный флук-
туационными явлениями. Фактически речь идет о 
поправочном члене к мнимой части диэлектриче-
ской проницаемости. Поскольку, согласно сказан-
ному, есть основания ожидать, что при  этот 
член представляется в виде расходящегося инте-
грала, то в расчетах используется аппарат кванто-
вой теории. 

0→h

Сопоставим нерелятивистскому электронному 
полю плазмы гейзенберговый полевой оператор 

( )
∨
ψe x  (где x = {r,t}, r — пространственная коор-
дината, t — время), а полю ионов — сопоставим 

полевой оператор ( ),
∨
ψe x  и, наконец, пусть  — 

полевой оператор электромагнитного поля. Сис-
тему основных уравнений примем в виде 

( )
∨
νA x

 

2
( ) 1 ( ) ( ),

2

∨ ∨ ∨
ν ν

⎛ ⎞∂ψ
= − ∇ − ψ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

h he
e

x ei i A x
t m cr x  

 
2

( ) 1 ( ) ( ),
2

i
i

x ei i A x
t M c

∨ ∨ ∨
ν ν

⎛ ⎞∂ψ
= − ∇ + ψ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

rh h x  

 

где m и e — масса  и заряд электрона, соответст-
венно; 

              М — масса иона. 
Здесь использована калибровка с нулевым ска-

лярным потенциалом 0  [15]. Последнее озна-

чает, что на векторный полевой оператор наложе-
ны два условия: 

∨
ϕ =

 

1 div ( , ) ( , );t
c t

∨ ∨∂
− = tρ

∂
A r r                     (1) 

 

1

1

2
2 2

2 2
1( ) ( ) ( ) ( )

∨∨ ∨ ∨
νν ν

ν ν
∂ ∂ ∂ ν∇ − − −μ =
∂ ∂ ∂

A x A x A x A x
c t r rr  

 

1 1( ) ( ).
∨
ν ν= − − clj x j x

c c
                 (2) 

 

Здесь ( )ν
clj x  — плотность классического тока, 

если он присутствует в системе, ,
∨ ∨ ∨
ρ = ρ + ρe i  

,
∨ ∨ ∨
ν ν ν= +e ij j j  причем 

 

( ) ( ) ( ),
∨∨ ∨
+ρ = ψ ψe e ex e x x  
 

ˆ( ) ( ) ( ) ( ) . .,
2

∨ ∨∨ ∨
+ ν ν

⎛ ⎞
= ψ − ψ +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
e e r e

e ej x x p A x x h c
m c

 

 

  ˆ ,ν ν= − ∇hp ir r                           (3) 
 

( ) ( ) ( ),

ˆ( ) ( ) ( ) ( ) . .
2

∨∨ ∨
+

∨ ∨∨ ∨
+ ν ν

ρ = − ψ ψ

⎛ ⎞
= ψ + ψ +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

i i i

e i r i

x e x x

e ej x x p A x x h c
M c

 

 
Параметр μ → 0 удобно ввести в уравнение для 

векторного потенциала ( )  при процедуре вто-
ричного квантования [16]. По окончании расчетов 
этот параметр примем равным нулю. Если обе 
части уравнения (2) подвергнуть операции div, то 
с учетом законов сохранения зарядов 

∨
νA x

 

( ) div ( ) 0, ( ) div ( ) 0,
∨ ∨ ∨ ∨∂ ∂
ρ + = ρ + =

∂ ∂e e i ix x x x
t t

j j  
 

div ( ) 0cl x
∨

=j                             (4) 
 
получим 

1 div 0.
∨

∨⎛ ⎞
∂ ∂⎜ + ρ =⎜∂ ∂⎜ ⎟
⎝ ⎠

t с t
A ⎟

⎟                      (5) 

 

После преобразования Фурье уравнения (1) и 
(5) принимают, соответственно, вид 
 

div ( , ) ( , ) 0;i
c

∨ ∨ω
ω −ρ ω =A r r  

 



Прикладная физика № 5, 2009 
 

7

div ( , ) ( , ) 0.
∨ ∨⎛ ⎞ω

ω ω −ρ ω⎜
⎝

i
c

A r r =⎟
⎠

r

−

 

 

Таким образом, уравнение (1) представляет со-
бой следствие уравнения (2), и при ω ≠ 0 его мож-
но не принимать во внимание. 

Полевые операторы подчиняются перестано-
вочным соотношениям  
 

( , ); ( , ) ( );
∨∨
+

+

⎡ ⎤
′ ′ψ ψ = δ −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
e et tr r r   

 

( , ); ( , ) ( );
∨

+

+

⎡ ⎤′ ′ψ = δ⎢ ⎥
⎣ ⎦

i it tr r r r  

 

2( , ); ( , ) ( ).
∨ ∨

′ν ν
′νν

⎡ ⎤∂ ′ = δ δ −⎢ ⎥
∂⎢ ⎥⎣ ⎦

hA t A t i c
t

r r r ′r  

 

Используемая авторами система уравнений 
фактически совпадает с системой уравнений, ис-
следуемой в работе [17]. Отличие заключается в 
том, что в работе [17] поля не считались вторично 
квантованными, и флуктуационные явления авто-
ров не интересовали. Использование аппарата 
вторичного квантования позволяет исследовать 
флуктуационные явления, что является целью на-
стоящей работы, проливающей свет на природу 
бозонного пика. 

В отсутствие взаимодействий в системе для 
свободных полей имеем: 
 

0 1 ˆ( ) exp ( ) ;
∨

⎛ψ = − ε⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
h h

e
tx b i i

V p
p

r p p ⎞  
 

2
( ) ,

2
ε =

p
m

p           ˆ ˆ; ;+
′ ′
+

⎡ ⎤ = δ⎣ ⎦b bP p pp

 

0 1 ˆ( ) exp ( ) ;
∨

⎛ ⎞ψ = − ε⎜
⎝

∑
h h

i
tx b i i

V P
P

r P P ⎟
⎠

 
 

2
( ) ,

2
ε =

P
M

P       ˆ ˆ; ;+
′ ′
+

⎡ ⎤ = δ⎣ ⎦b bP P PP

 

(
2

0 ˆ ˆ( ) .
2 ( )

∨
ν ν +− ω + − +

λ λ λ
λ

= α + α
ω λ

∑
h i i t i i tcA x e e e

V
kr kr

k k k
k

)ω  

                     

Причем 

ω = ck;     
2 2  при = 1,2( ) ,

c  при 3
c k⎧⎪ +μ − λω λ = ⎨
μ − λ =⎪⎩

 

 

где V — объем квантования; 
  — единичные  орты  линейной  поляризации 

электромагнитного поля. 

ν
λek

Далее движением ионов будем пренебрегать, 
считая их равномерно размазанными по простран-
ству и обеспечивающими электронейтральность 
плазмы в целом. 

Ток электронной компоненты плазмы согласно 
(3) состоит из двух слагаемых, одно из них 

 
2

( )
2

ν = ×e
ej x
mc

 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
∨ ∨ ∨ ∨∨ ∨
+ ν ν +

⎡ ⎤
× ψ ψ + ψ ψ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

e e e ex x A x A x x x      (6) 

 
в формировании коэффициента экстинкции плаз-
мы будем считать ответственным за роль томсо-
новского механизма рассеяния электромагнитного 
поля на электронах.  

Оставшиеся согласно (3) члены, пропорцио-
нальные импульсу электронов, учитывают вклад 
гейзенберговского рассеяния в коэффициент экс-
тинкции. Ниже мы ограничимся выражением (6), 
имея в виду, что при 
 

ω>>
Tk
m

 
 
роль гейзенберговского рассеяния мала. С другой 
стороны, пренебрежение гейзенберговским меха-
низмом рассеяния и учет членов (6) позволяют 
получить для коэффициента экстинции оценку 
снизу для всего диапазона частот. Выражение (6) 
написано в симметричной форме, удобной для по-
следующего разрыва корреляторов по схеме 
 

1 2 1 2p p p p 1
ˆ ˆ (p ) ;

∨
+< > = δb b A N A  

 

 ˆ ˆ( ) ,+=< >N b bp pp                  (7) 
∨

=А A< > .
 

Подстановка (6) в уравнение (2) для образа 
преобразования Фурье векторного потенциала  

 

( , ) ( , )
∨ ∨
ν ω − νω = ∫ i t iA e A t dkrk r dtr  

 

в линейном приближении по дает 
∨
νA

 

1
1 1

2
2

2 ( , )
∨
ν

νν ν ν

⎛ ⎞⎛ ⎞ω
− δ − ω =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

k k k A
c

k  
 

1 2
1 2

2
1 2 1 2

2
( ) ( )ˆ ˆ ,

2

∨
+ ν

⎡ − ε − ε⎛ ⎞= − ω−⎢ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢⎣

∑
h h

e b b A
mc V p p

p p

p p p pk +  
 

1 2
1 2 1 2( ) ( ) 1ˆ ˆ, .clA b b j

c

∨
ν + ν

⎤− ε − ε⎛ ⎞+ − ω− −⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎥⎦

p p
p p p pk
h h

 (8) 
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Если в (8) осуществить усреднение по ансамб-
лю систем и разорвать корреляторы по схеме (7), 
воспользовавшись тем, что 

 

3... ( ) ... ( )
(2 )

=
π

∑ ∫
dn n

p

pp p      при V → ∞ 

 

и     ( ) ( ) / ,=n Np p V
 

то при максвелловском распределении электронов 
по скоростям  
 

( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( ),= = x y zn nf f f p f p f pp p p   
22( ) exp

2
⎛ ⎞π

= −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

z
z

pf p
mT mT

 

 

получим 
 

1
1 1

1 1

2
2 ( , )

1( , ) ( , ) ( , ),

ν
νν ν ν

νν ν ν

⎛ ⎞⎛ ⎞ω
− δ − ω⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

= π ω ω − ωr c

k k k A
c

А j
c

k

k k k

2
=

l

          (9) 

 

причем 
 

1
1

( , ) ( ) ,νν
ννπ ω = π ω δr rk    

2 2

2 2( ) ,r
e n

m
Ω

π ω = =
ω ω

 
 

где Ω — частота ленгмюровских колебаний плазмы.  
Из (9) в высокочастотном пределе получаем 

стандартное выражение для диэлектрической про-
ницаемости плазмы [14] 

 

1 2 1 21
1 2 2( , ) ( ) ( ),ν ν ν ννν

νν
⎛ ⎞

ε ω = δ − ε ω + ε ω⎜ ⎟
⎝ ⎠

tr lk k k k

k k
k  

 

причем 
2

2( ) ( ) 1 .Ω
ε ω = ε ω = −

ω
tr l  

 
 В этом приближении мнимая часть диэлектри-

ческой проницаемости отсутствует, и коэффици-
ент экстинкции равен нулю. Отличный от нуля 
коэффициент экстинкции появляется в следующем 
приближении.  

Теперь нас будут интересовать в диэлектриче-
ской проницаемости члены, пропорциональные 
четвертой степени заряда. Для их вычисления 
удобно ввести обозначение 
 

1 1 1
1 1

2
2

2
1ˆ ,

ν
∨ ∨
ν νν ν

νν ν ν

⎛ ⎞⎛ ⎞ω
− δ − = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

clk k k A L A
cc

j

,

 

 

где оператор  определяется первым членом пра-
вой части уравнения (8).  

L̂

Добавляя и вычитая в правой части уравнения 

(8) член 2 2/
∨
ν Ω ωA  перепишем это уравнение в 

интегральной форме 
 

2 11 2 2 2
2

2
1ˆ( , ) ( , ) .

∨ ∨∨
1νν νν ν ν νν

Ω Ω

⎛ ⎞Ω
ω = ω − −⎜ ⎟

⎜ ⎟ω⎝ ⎠
cl

ν νA D L A A D
c

k k j  

 
В символическом виде уравнение выглядит так 

 
2

2
1ˆ ,

∨∨ ∨

Ω Ω

⎛ ⎞Ω
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟ω⎝ ⎠

clA D L A A D j
c

          (10) 

 

причем 
 

1
1 1

2 2
2

2 2 ( , ) .′ν ν
′νν ν ν ννΩ

⎛ ⎞⎛ ⎞ω Ω
− − δ − ω = δ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

k k k D k
c c

 (11)  

 
Вакуумные эффекты нас не интересуют. Если в 

правой части уравнения (10) оператор  заменить 
всей правой частью этого уравнения, то получим 

∨
A

 

( ) ( ) 1 1ˆ ˆ .
∨ ∨

π π
⎡ ⎤

= − π − π − −⎢ ⎥
⎣ ⎦

r r cl clA D L D L A j j
c c

   (12) 

 
Уравнения (10) и (12), разумеется, равносиль-

ны, что нельзя сказать об их приближенных вари-
антах. В уравнении (12) произведем усреднение по 
ансамблю систем и разорвем корреляторы элек-
тронного и фотонного полей. С учетом равенства 

1ˆ
rL 1νν νν< > = π  найдем 

 

1 1
1 1

2 2
2

2 2 Пνν ν
νν ν ν

⎛ ⎞⎛ ⎞ω Ω
− − δ − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

rk k k А
c c

=  

 

1 ,clj
c

ν= −                             (13) 

 
где тензор второго порядка  опреде- 
ляется равенством 

1П ( , )νν ωr k

 
ˆ ˆП .π π=< > −πr LD L D πr r                 (14) 

 
Поляризационный оператор  учитывает 

флуктуации плазмы и выражается через диспер-
сию электронного поля. В линейном приближении 
по концентрации электронов 

Пr

 

1 2 1 2 2 1 1 2 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ( )+ +
′ ′ ′ ′< > ≈ δ δb b b b Np p p p p p p p p  

 
согласно (14) он равен 
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( ) 11

1 2

22

1 22
1П ( , ) ( ) ( )

2
νννν
Ω

⎛ ⎞
ω = + ×⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑r

e N N D
V mc p p

k p p  
 

2 1 2 1( ) ( );− ε − ε⎛ ⎞× − ω−⎜ ⎟
⎝ ⎠h h

p p p pk .           (15) 

 
Очевидно, что 

 
1 1П ( , ) П ( , )νν ν ν∗ω = − −ωr rk k .  

 
Любой тензор второго ранга, описывающий 

свойства однородной изотропной среды, может 
быть представлен в форме 
 

11
1 2П ( , ) П ( , )ν ννν

νν
⎛ ⎞

ω = δ − ω +⎜ ⎟
⎝ ⎠

tr
r r

k k
k

k
k  

 

1
2 П ( , ),ν ν+ l

r
k k

k
k

ω                      (16) 

причем 
 

1 2 2 1
1 2 2

1П ( , ) П ( , );
2

ν ν ν ν
ν ν

⎛ ⎞
ω = δ − ω⎜ ⎟

⎝ ⎠

tr
r r

k k
k

k
k  

1 2 2 1
2П ( , ) П ( , ).ν ν ν νω = ωl

r r
k k

k
k

k              (17) 

 
Суммирование по ν1 и ν2 подразумевается. Те-

перь уравнение (13) распадается на два  
 

2
2

2
1( , ) ( , ) ( , );tr tr

clk k А j
cc

ν ν⎛ ⎞ω
ε ω − ω = − ω⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

k ktr  
 

2

2
1( , ) ( , ) ( , ),l l l

clk А j
cc

ν νω
ε ω ω = − ωk k  

 
причем 
 

1
1 2( , ) ( , );

k k
А А

k
ν ν ν

ν νν
⎛ ⎞

ω = δ − ω⎜ ⎟
⎝ ⎠

k k1tr  
 

1 1
2( , ) ( , );l k k

А А
k
ν ν ν

ν ω = ωk k      ;tr lА А Аν ν= + ν

 

1 1
1 2( , ) ( , );ν ν νν

νν
⎛ ⎞

ω = δ − ω⎜ ⎟
⎝ ⎠

cl cl
k k

j j
k

k ktr  
 

1 1
2( , ) ( , );ν ν νν ω = ωl

cl clcl
k k

j j j
k

k k tr l
cl cl= j + jν ν ν  

и 
2

2( , ) 1 П ( , );Ω
ε ω = − − ω

ω
tr tr

rk k  

2

2( , ) 1 П ( , ).l
rk kΩ

ε ω = − − ω
ω

Для тензора  также справедливо 
представление (16), причем согласно (11) имеем:  

1 ( , )Dνν
Ω ωk

 

2

2 2 2 2

( , )

1 1 ;
20 0

Ω ω =

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟ω −Ω − + ω −Ω + +⎝ ⎠

trD k

c
kk i k i

 

21 1( , ) .
0 0Ω

⎛ ⎞ω = −⎜ ⎟ 2ω−Ω + ω+Ω+ Ω⎝ ⎠
l cD k

i i
 

 
Ограничимся приближением, при котором про-

дольные и поперечные волны не взаимодействуют 
друг с другом. Другими словами, при вычислении 

 мы опустим в (15) член с Пtr
r ,Ω

lD  а при вычисле-

нии  опустим член с Пl
r .Ω

trD   
Воспользуемся формулами (17) и используем 

замену переменной 1 2 .= + hp p q  Полагая V → ∞, 
перейдем от суммирования по переменной q к ин-
тегрированию 
 

3... ... .
(2 )

=
π

∑ ∫
V d

q
q  

 

Теперь выражение (15) перепишется так 
 

( )
22

2
2 3

0
П ( , ) ( ) 1 cos ( )

8 (2 )

∞⎛ ⎞
ω = +⎜ ⎟⎜ ⎟ π⎝ ⎠

∑ ∫tr
r

qdo dqe сk n
mc

q

p
p k ×q

2
2 2

2
2 2

2
2 2

2
2 2

1
( ) ( ) 0

2
1

( ) ( ) 0
2

1
( ) ( ) 0

2

1 .
( ) ( ) 0

2

⎛
⎜
⎜× −
⎜ − −

ω −Ω + + − +⎜
⎝

− +
− −

ω −Ω + + + +

+ −
− −ω −Ω + − − +

⎞
⎟
⎟−
⎟− −

ω −Ω + − + + ⎟
⎠

h

h

h

h

cq i
m m

cq i
m m

cq i
m m

cq i
m m

p q k q k

p q k q k

p q k q k

p q k q k

 

 
В этом выражении воспользуемся аппроксима-

цией 
2 2 2( )− ≈ +q kq k ,  

 
справедливой в областях q >> k и q << k. При сум-
мировании по p и максвелловском распределении 
электронов по скоростям в качестве полярной оси 
выбираем направление вектора q. Теперь qp  = pzq, 

l              (18) 
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и интеграл по телесным углам doq вычисляется 
явно 

2 4cos ( ) .
3

= π∫ doqkq  
 

Окончательно имеем: 
 

22

2 3
0

2П ( , ) ( )
3 (2 )

∞⎛ ⎞
ω = ×⎜ ⎟⎜ ⎟ π⎝ ⎠

∑ ∫tr
r

e с qdqk n
mc p

p  

2 2
2 2

2 2
2 2

1
( ) 0

2
1

( ) 0
2

z

z

p q q k cq i
m m

p q q k cq i
m m

⎛
⎜
⎜×
⎜ − +

ω −Ω + + − +⎜
⎝

−

−

− +
ω −Ω + + + +

pk

pk

h

h
+

 

2 2
2 2

1
( ) 0

2

+ −
− +

ω −Ω + − − +
hzp q q k cq i

m m
pk

 

2 2
2 2

1 .
( ) 0

2
zp q q k cq i

m m

⎞
⎟
⎟−
⎟− +

ω −Ω + − + + ⎟
⎠

pk h
 (19) 

 

Аналогичным образом при пренебрежении в 
(15) членом Ω

trD  следует 
 

22

2 3
0

П ( , ) ( )
3 (2 )

∞⎛ ⎞
ω = ×⎜ ⎟⎜ ⎟ π⎝ ⎠

∑ ∫l
r

e с qdqk n
mc p

p  

2 2
1 1

0 0
2 2

⎛
⎜
⎜× −
⎜
ω−Ω+ + + ω+Ω+ + +⎜

⎝
h hz zp q q p q qi i

m m m m

+  

2
1 1 .

0
2

2
0

2

⎞
⎟
⎟+ −
⎟

ω−Ω+ − + ω+Ω+ − + ⎟
⎠

hz zp q q p q qi
m m m m

h i

(20) 

 
Обращает на себя внимание тот факт, что при 

 интегралы (19) и (20) оказываются расхо-
дящимися. Их классического аналога не сущест-
вует.  

0→h

Таким образом, флуктуационные явления в 
плазме, строго говоря, с помощью методов клас-
сической физики описаны быть не могут.  

Рассмотрим сначала поперечное поле. В высо-
кочастотном пределе /ω>> k T m  в (19) можно 
опустить члены, содержащие произведения pk и 
pzq, после чего интегралы вычисляются в явном 
виде 

4

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

П ( , )
6

1

2 0

1 .
2 0

tr
r

n ek i
c

m c k m i

m c k m i

ω = − ×
π

⎛
× −⎜⎜ − − ω−⎝

⎞
− ⎟⎟− + ω+ ⎠

h

h h

h h

            (21) 

 
Это выражение имеет особенность при обра-

щении знаменателя в ноль в точке λ = 2π/k ∼λc, где 
2 /λ = πhc mc

.
2 2Im ( , ) ImП ( , ) / ,

 — комптоновская длина волны или, 

что то же самое,  Эта особенность 2~ /ω hmc
ε ω = − ω ωtr tr

r ck k  расположенная 
в квантовой области параметров, служит аналогом 
бозонного пика. В то же время— это релятивист-
ская область, в которой изначально используемая 
нами нерелятивистская теория некорректна. Тем 
не менее в методических целях стоит заметить, 
что аналитическая в верхней полуплоскости ком-
плексной частоты функция  обязана об-
ладать вещественной частью. 

П ( , )ωtr
r k

Согласно (21)  имеет вид δ-функ- 
ции, не может быть построена без привлечения 
постоянной Планка  и локализована в релятиви-
стской области. Частоты, превышающие  с 
помощью (21), рассматривать бессмысленно. При 
меньших частотах 

ReП ( , )ωl
r k

h
2 / hmc

 
2 2 2 2

2 2
2 2

2 2;>> + ω >> − ω
h hh h

m c m m c mk k  

 
из (21) следует, что  
 

2
2

0 0 2
16П ( , ) ; ,

3 4
π ω

ω = − =
π

tr
r

ek i r n r
c mc

 
 

где r0 — классический радиус электрона.  
Эта формула теряет зависимость от k и, что бо-

лее важно, зависимость от постоянной . Она 
описывает известное затухание поперечных волн в 
плазме вследствие некогерентного томсоновского 
рассеяния их на флуктуациях электронов. Соглас-
но (18) имеем 

h

 
22 2

2 2Im ( , ) ImП ( , ) .
3

⎛ ⎞
ε ω = − ω = ⎜ ⎟⎜ ⎟ πωω ⎝ ⎠

tr l
r

c ek k
mc

cn  

 

Если определить коэффициент экстинкции как 

( ) Im ( )ω
κ ω = ε ωl

c
 [18], то он оказывается не зави-

сящим от частоты, что следует из независимости 
от частоты сечения томсоновского рассеяния. 
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Исходя из вышесказанного, приходим к выводу 
о том, что затухание поперечных волн в плазме 
обладает бозонным пиком. Этот пик имеет кван-
товую природу, но находится в релятивистской 
области частот и может представлять интерес 
только при исследовании рентгеновских волн. 

Что касается продольных волн в плазме, то 
здесь ситуация иная. Локализация бозонного пика 
здесь не может находиться в области , 
потому что теория продольных волн не обладает 
параметром "с", каковым является скорость света. 
Вместе с областью локализации бозонного пика 
остается неясной и область частот, требующая 
квантового описания. 

2 /λ = πhc mc

Теперь перейдем к исследованию формулы 
(20). Перепишем ее в виде 
 

( )

4
2

2 2 0
П ( , ) ( )

3 2

∞
ω = ×

π Ω
∑ ∫

h

l
r

e n q dq
c m p

k p  
 
 

( )2

1
2 2 0

⎛
⎜

× −⎜
⎜ + + ω−Ω +⎜
⎝ h h

zp mq q i
 

 
 

( )2

1
2 2 0

−
+ + ω+Ω +

h h
zp mq q i

−          (22) 

 
 

( )

( )

2

2

1
2 2 0

1 .2 2 0

z

z

p mq q i

p mq q i

− +
− − ω−Ω −

⎞
⎟

+ ⎟
⎟− − ω+Ω − ⎟
⎠

h h

h h

 

        
Отметим, что поляризационный оператор 

 потерял зависимость от k, тем не менее 
мы сохраним за ним прежнее обозначение. 
П ( , )ωl

r k

При максвелловском распределении электро-
нов по скоростям в пределе T = 0 слагаемое, со-
держащее pz, можно опустить. Теперь интегралы 
легко вычисляются по формуле 

 
4

4
2

( ) ( )П ( , ) .
12

π ⎛ ⎞ω+Ω ω−Ω
ω = −⎜ ⎟⎜ ⎟Ωπ ⎝ ⎠h h h

il
r

e n e
m mc

k (23) 

 
Мнимая часть поляризационного оператора 

 оказывается положительной величиной, 
что влечет за собой отрицательность мнимой час-
ти диэлектрической проницаемости. Таким обра-
зом, принятая модель плазмы при T → 0 оказыва-
ется неустойчивой.  

П ( , )ωl
r k

Иначе обстоит дело при T ≠ 0. В общем случае 
выражение для П ( , )ωl

r k  здесь оказывается доста-
точно громоздким. Но мнимая часть поляризаци-
онного оператора, определяющая коэффициент 
экстинкции, из-за наличия символической формулы  

 

( )1 1
0
= − πδ −

− + −
i x a

x a i x a
 

 
и свойств δ-функции, согласно (22), может быть 
записана в виде 
 

4

2 2
0

2ImП ( , )
48

∞π
ω = − ×

π Ω
∫l

r
e n qdq

mTc m
k  

      
2 2

2 2

( ) / 2 ( ) / 2
2 2

( ) / 2 ( ) / 2
2 2 .

m q m qmT mT
q q

m q m qmT mT
q q

e e

e e

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− ω−Ω + − ω+Ω +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− ω−Ω − − ω+Ω −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎡
⎢

× − +⎢
⎢
⎣

⎤
⎥

+ − ⎥
⎥
⎦

h h

h h

(24) 

 
Мы воспользовались максвелловским распре-

делением электронов по скоростям и при V → ∞  
выполнили интегрирование по проекциям импуль-
сов pz, взяв в качестве полярной оси направление 
вектора q.  

Воспользуемся далее асимптотической при 
 формулой  0→h

 
2 2 2 2

2 / 2
4

0
2

3 12
8 1 ln ,

2 4 4

⎛ ⎞ω
− +⎜ ⎟∞ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ≈

⎡ ⎤ω ω⎛ ⎞ ⎛ ⎞≈ + − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

h

h h

h

m q mT
qqe dq

mT A A
T T

  (25) 

 
причем 

2

1
.

∞
−= ∫ y

n n
dyA e
y

 

 
Из (18) и (24) при  находим 0→h

 
2 2Im ( , )  ImП ( , )rcω ε ω = − ω =k k  

  
4 1

24 2
e n

T mT
= −

π Ω π
×                  (26) 

( ) ( )2 2ln ln .
4 4

⎡ ⎤ω−Ω ω+Ω
× ω−Ω − ω+Ω⎢ ⎥
⎣ ⎦

h h

T T
 

 
Если при малых концентрациях n ограничиться 

приближением Ω → 0, 
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упорядоченному состоянию, что в свою очередь 
согласуется с общими закономерностями форми-
рования бозонного пика со стороны больших вол-
новых чисел. 

то 
4

2  Im ( , ) ln .
46 2
ωω

ω ε ω =
π π

he n
TT mT

k          (27) 

  Если же Ω ≠ 0, то в характерной точке ω = Ω 
имеем 

 

Автор статьи приносит благодарность  
руководителям семинара Института общей  
физики РАН А. А. Рухадзе и  А. М. Игнатову  
за благожелательное обсуждение работы 

4
2  Im ( , ) ln .

26 2
Ω Ω

Ω ε Ω =
π π

he n
TT mT

k          (28) 

 
и советы по ее улучшению. Пусть n ∼1019 1/см3, Ω∼ 1014 1/с и Т = 104 K. При 

этих условиях, согласно (28), в плазме возможны 
ленгмюровские колебания с частотой ω =  
= Ω(1 + i ⋅ 10-2)1/с. Такая оценка показывает, что 
затуханием (26) в плазме пренебрегать нельзя. 
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частоты плазма теряет устойчивость, вызванную 
уменьшением роли температуры, что, в свою оче-
редь, согласуется с формулой (23).  
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tuations. It depends non analytically of the Planck constant h  if  The damping coefficient 
possesses the maximum by frequencies 

 h→ 0.
/� hТ , which coincides by boson peak.  
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