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Получена полуэмпирическая модель расчета распространения частотно-модулирован- 
ных волновых пакетов светового излучения в слабоионизованной разреженной атмосфере. 
Показано влияние учета дисперсионных поправок к оптическим свойствам атмосферы на 
результаты численного моделирования. 
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Введение 

 
Большой научный интерес представляют ис-

следования по распространению импульсов квази-
когерентного лазерного излучения видимого и 
ИК-диапазонов ультракороткой длительности на 
большие расстояния [1], например, для создания 
новых методик дистанционного зондирования и 
мониторинга окружающей среды. Наиболее за-
метной особенностью в этих исследованиях явля-
ется влияние дисперсионных свойств среды на 
распространение таких волновых пакетов [2, 3], 
поэтому адекватный подход к выбору модели сре-
ды и учет свойств последней в уравнениях перено-
са излучения и взаимодействия его со средой  
позволяют повысить точность как численного мо-
делирования, так и расчетного сопровождения 
экспериментальных работ. 

Средой для проведения подобных исследова-
ний служит земная атмосфера (рис. 1), и если в 
приземном слое свойства ее более изучены и к то-
му же всегда могут быть непосредственно измере-
ны, то характеристики атмосферы в вертикальном 
направлении сильно меняются и касательно них 
существуют зачастую только экстраполяционные 
данные [4, 5]. К тому же верхние слои атмосферы 
ионизованы, что не может не сказываться на ее 
оптических свойствах. Так, на высотах порядка 
200—300 км [4] в F-слое ионосферы Земли дости-
гается максимальная концентрация электронов  
(∼ 10 6 см -3). При этом плотность атмосферы [5] на 
этих высотах меняется с 2,5⋅10–13 до 1,9⋅10–14 кг/м3, 
а концентрация частиц (нейтралов и ионов) — с 
7,9⋅10 9 до 7,2⋅10 8 см -3. Степень ионизации такой 
газовой плазмы составляет величины 10–3—10–4, 
много меньшие единицы. Это означает, что релак-
сация носителей заряда определяется их столкно-
вениями с нейтральными частицами и позволяет 

считать атмосферу даже в области максимальной 
ионизации слабоионизованным разреженным га-
зом. 

 

 
 

Рис. 1. Эксперимент по распространению частотно-
модулированного импульса лазерного импульса  
мощностью 5 ТВт, λ = 800 нм в атмосфере. 

Высота вспышки в области фокусировки 9 км [1] 
 
 

Модель среды 
 
Распространение волнового пакета светового 

излучения должно учитывать оптические свойства 
ионизованного газа, связанные с поляризацией как 
нейтральных молекул, так и плазмы. Рассмотрим 
совместный учет свойств разреженного газа и его 
ионизованной компоненты.  

Диэлектрическая проницаемость связана с ко-
эффициентом поляризуемости (диэлектрической 
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восприимчивостью) [6] как ε = 1 + 4πχ. Коэффи-
циент поляризуемости же, в свою очередь, являет-
ся аддитивной величиной, и χ = χatm + χpl. 

Таким образом, зная восприимчивости неиони-
зованной атмосферы и разреженной плазмы, мож-
но определить дисперсионное уравнение реальной 
среды. Наиболее точно дисперсионное уравнение 
для ионизованной компоненты, представляющей 
собой плазму с конечной проводимостью, может 
быть записано как [7]: 
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2 4 4 2 2
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1 4 ,pl pl
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ω ω + ω ν
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где ν — эффективная частота столкновений элек-
тронов [4, 8]; 

     n0 — показатель преломления плазмы без по-
правки на затухание.  

В связи с тем, что характерные времена релак-
сации электронов на нейтральных атомах в разре-
женных газах много больше длительности волно-
вых оптических пакетов, особенно в области мак- 
симальной дисперсионной фокусировки, а оптиче-
ские частоты, в свою очередь, много больше плаз-
менной частоты, то можно уравнение (1) записать 
как 
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где Ne, e, me — концентрация, заряд и масса элек-
трона, соответственно. 

Химический состав атмосферы достаточно  
стабилен вплоть до высоты 95 км, и лишь выше  
начинает существенно меняться. Основным про- 
цессом, под влиянием которого происходит это  
изменение, является диссоциация молекуляр- 
ного кислорода под действием солнечной радиа-
ции с образованием атомарного кислорода. Кроме 
того, имеет место гравитационное разделение  
газов [9], в результате чего молярная масса возду-
ха уменьшается с высотой приблизительно как 
0,0151 г/(моль⋅км) [5].  

В связи с тем, что основные компоненты верх-
них слоев атмосферы (N2, O2, O, Ar) являются ли-
бо атомами, либо неполярными молекулами, для 
вычислений оптических характеристик можно 
воспользоваться формулой Лоренц-Лоренца, яв-
ляющейся для видимого света частным случаем 
формулы Клаузиуса—Моссотти [10] 
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где  и αiN i — концентрация и поляризуемость 
молекул i-го компонента воздуха, соответственно.  

Для газов, тем более разреженных, диэлектри-
ческая проницаемость близка к 1, и формулу (3) 
можно записать как 
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Концентрации компонентов воздуха могут 
быть определены либо в ходе прямых высотных 
метеорологических измерений, либо через парци-
альные давления и температуру, поэтому имеем 
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                       (4) 
 

Показатель преломления газа в оптическом, 
ИК- и УФ-диапазонах довольно точно может быть 
описан формулой Коши 
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где     λ — длина волны в вакууме;  
A, B, C — константы, определенные для конкрет-

ных значений давления и температуры, 
например, при нормальных условиях 
(НУ) как для воздуха, так и для газов, 
его составляющих [11—13].  

Зная A0, BB0 и C0, для каждого газа при НУ по 
формулам (4), (5) и 4πχ = n  – 1 можно определить 
поляризуемость молекул α

2

i, зависящую от частоты 
колебаний электромагнитного поля: 
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где p0, T0 — давление и температура при НУ, соот-
ветственно. 

С учетом (6) дисперсионное уравнение для не-
ионизованной компоненты атмосферы, представ-
ляющей собой смесь газов, может быть записано 
как 
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Таким образом, из формул (2) и (7) можно за-
писать дисперсионное уравнение для слабоиони-
зованного разреженного воздуха в виде 
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Согласно теории линейных волн [14] спектр 
собственных частот среды с дисперсионным урав-
нением (8) не может быть отнесен ни к акустиче-
скому, ни к оптическому типу. 
 
 
Модель распространения волнового пакета 

светового излучения 
 
Для описания процесса распространения вол-

нового пакета в среде с кубической нелинейно-
стью используется уравнение комплексной оги-
бающей электрического поля [15] 
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где         u — групповая скорость;  
 k = 2π/λ0 — волновое  число,  соответствующее 

несущей длине волны λ0; 
           — коэффициент  дисперсии  групповой 

скорости. 
ωk ′′

Поправка к показателю преломления Δn состо-
ит из трех частей: 
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связанных с керровской нелинейностью среды, 
вкладом плазмы и турбулентностью среды. 

В первом члене (10) n2 — коэффициент керров-
ской нелинейности среды; R(t) — функция моле-
кулярного отклика, определяемая через характе-
ристическое время Г–1 и частоту Ω как 
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где  Λ2 = Ω2 + Γ2  [15]. 

Во втором члене (10) концентрация электронов 
в разреженном газе Ne — сумма концентраций 
электронов, как связанных с имеющейся иониза-
цией газа, так и образовавшихся за счет ионизации 
молекул кислорода  и азота  уже за счет 
воздействия электромагнитной волны: 
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Процесс многофотонного поглощения в возду-
хе может быть описан как 
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где  и — параметры, определяющие число 
фотонов, необходимых для иони-
зации молекул кислорода O

2Om 2Nm

2 и 
азота N2;  

     2 8I c E= π  — интенсивность излучения. 
Концентрации свободных электронов 
2O ( , , , )eN x y z τ  и  рассчитываются в 

соответствии с кинетическими уравнениями для 
многофотонной ионизации молекул кислорода и 
азота, соответственно: 
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где  и — вероятности   ионизации, которые 
определяются в соответствии с 
моделью Переломова—Попова—
Терентьева [17] и эксперимен-
тальными результатами [18];  

2OP 2NP

   и  — концентрации нейтральных моле-
кул кислорода и азота в воздухе. 

2O
aN 2N
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В третьем члене (10) учитываются турбулент-
ные флуктуации показателя преломления Δnturb в 
соответствии с моделью фазовых экранов и клас-
сическая модель атмосферной турбулентности с 
модифицированным спектром Кармана простран-
ственных флуктуаций [19]: 
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где , ,x y zκ κ κ  — пространственные частоты, со-
ответствующие координатам x,  y,  z; 

      2 2 2 ;2κ = κ + κ + κx y z   

        κ0 = 2π/L0; 
        κm = 5,92/l0;  
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L0, l0 — внешний и внутренний масштабы атмо-
сферной турбулентности; 

    — структурная характеристика атмосферной 
турбулентности, которая для большого 
диапазона высот может быть найдена из 
модельного профиля Хуфнагеля [

2
nC

20]. 
 
 

Анализ модели 
 
Дисперсионная сходимость определяется в 

первую очередь дисперсией групповой скорости 
 и в условиях F-слоя ионосферы Земли появ-

ляется взаимная компенсация дисперсий (рис. 2).  
,kω′′

 

 
 

а 
 

 
б 
 

Рис. 2. Зависимость дисперсии групповой скорости: 
а — от длины волны излучения: на высоте 280 км  

в атмосфере без учета ионизации (1), в ионизованном воздухе 
без учета дисперсии нейтральной атмосферы (2),  

в реальной атмосфере (3);  б — от высоты для излучения  
с λ = 800 нм: в атмосфере без учета ионизации (1),  

в ионизованном воздухе без учета дисперсии нейтральной 
атмосферы (2), в реальной атмосфере (3) 

 
Видно, что чем выше концентрация электронов 

и чем больше длина волны, тем при меньшей вы-
соте наблюдается смена знака дисперсии группо-
вой скорости. При наступлении компенсации дли-
тельность гауссовского импульса в соответствии 

со вторым приближением теории дисперсии пере-
стает изменяться, и для учета дисперсионного 
расплывания необходимо исходить из более высо-
кого (третьего) приближения теории дисперсии, 
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 Это свиде-

тельствует о том, что для адекватного решения 
процессов переноса уравнение (9) следует записы-
вать в виде 
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На основе величин  может быть найдена ве-
личина дисперсионного расплывания волновых 
пакетов L

kω′′

disp (дисперсионная длина) для разных 
длительностей волновых пакетов, обратно про-
порциональная дисперсии групповой скорости 
(рис. 3). С увеличением высоты дисперсионная 
длина сильно увеличивается и при достижении 
компенсации обращается в бесконечность. 

 

 
 
Рис. 3. Зависимость дисперсионной длины от высоты в 

атмосфере при длительности немодулированного 
импульса лазерного излучения 100 фс 
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Частотно-модулированный волновой пакет с 

отрицательной скоростью изменения частоты в 
импульсе 0t∂ω ∂ <  (отрицательным чирпом) в 
среде с 0kω′′ >  испытывает как дисперсионное 
сжатие, так и самофокусировку за счет керровской 
нелинейности среды, однако при численном опре-
делении области фокуса возникают следующие 
сложности: 

• при фокусировке за счет увеличения напря-
женности поля и соответственно скорости иониза-
ции увеличивается плотность свободных носите-
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лей зарядов, что уменьшает и без того малую в 
разреженном газе дисперсию групповой скорости 
и тем самым отдаляет область фокусировки; 
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