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The paper is devoted to cooperative phenomena in particular the phase transitions in various sta-

tistical systems. Actually the paper is concerned with phenomena typically analyzed within the 

frameworks of statistical physics. At the same time these phenomena are observed in statistical en-

sembles of self-driving particles or elements with nonphysical nature. 

This allows to use the classical methods and ideas of statistical physics to analyse the systems. 

Which do not relate to the physics itself. Including the situations where the human factor is of a key 

importance. By way of example it discusses the general properties and features of phase transitions 

exhibited by traffic flow. 
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Рассмотрены модели возникновения 1/f-шума в полупроводниковых структурах как ре-

зультаты барьерного эффекта и пуассоновского процесса. Дано объяснение наличию преде-

лов значения степени у в эмпирической формуле 1/f 
y
. 
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Введение 
 

Исследование низкочастотного шума с распре- 

делением спектральной плотности мощности  шу-

ма 1/f 
y
, где f — частота, началось в середине прош- 

лого века [1], что обусловлено активным использо-

ванием твердотельной технологии, основанной  

на использовании свойств полупроводниковых 

структур при изготовлении компонентов радио-

электронной техники. 
 

 

© Холкин В. Ю., 2009 



Прикладная физика № 4, 2009 
 

69 

Основное число работ по изучению поведения 

1/f-шума связано с исследованием полупроводни- 

ковых структур или готовых полупроводниковых 

приборов [2—6]. Исследование флуктуационных 

явлений — важная составляющая при описании 

фундаментальных свойств полупроводниковых 

структур. Но как выяснилось, 1/f-шум возникает 

не только в полупроводниковых структурах. Это 

явление оказалось крайне распространенным и 

загадочным. 

Загадочность данного явления заключается в 

следующем:  

 это явление имеет повсеместное проявление 

(радиотехника, биология и т. д.);  

 степень y в формуле 1/f 
y
 имеет пределы слева 

и справа (от 0,8 до 1,2), что необычно для матема-

тического описания физических явлений и аргу-

ментировано объяснить появление этих пределов 

пока еще не удалось;  

 отсутствие общей теории возникновения  

1/f-шума привело к появлению массы частных мо- 

делей, описывающих механизмы возникновения  

данного явления в конкретном случае для кон- 

кретных физических объектов.  

Явление, называемое 1/f-шумом, имеет широ- 

кое распространение, и при обнаружении 1/f-шума  

в другой среде, с другими объектами, в ранее раз- 

работанных моделях делает их неработоспособ- 

ными (сложно воспользоваться моделью возник- 

новения 1/f-шума в полупроводниковых диодах [6] 

для объяснения 1/f-шума в таких природных явле-

ниях как землетрясения и грозы [7]). 

Естественно, столь широко представленное при- 

родное явление не может описываться теориями  

частного характера, а должно иметь общую физи- 

ческую модель, позволяющую применять ее в лю- 

бых проявлениях данного явления [8]. Именно эта 

задача была предпринята в представленной работе. 

 
Обоснование возникновения 1/f-зависимости 

как результат барьерного эффекта 
 

Рассмотрим модель (рис. 1), имеющую единич- 

ный носитель, который: 

 имеет "желание" двигаться в направлении А, 

определенное вектором F  (в случае, когда еди- 

ничным носителем является электрон, величина и  

направление вектора F  определяются разностью  

потенциалов); 

 на пути движения носителя находится по- 
тенциальный барьер высотой U, который мешает 
беспрепятственно двигаться в направлении А;  

 единичный носитель случайным образом 
может получить энергию un, накапливать ее и в 

момент un = u > U преодолевать потенциальный 
барьер,  т. е.  вероятность преодоления единичным 

носителем потенциального барьера зависит от 

времени его нахождения перед барьером. Чем 

больше времени прошло с начала накопления 

энергии, тем более вероятно, что единичный носи-

тель преодолеет потенциальный барьер. 
 

 

U 

A 

e 

u 

F  

 
 

Рис. 1. Расположение единичного носителя  

перед потенциальным барьером 
 

Для начала рассмотрим простейший случай.  

Пусть вероятность того, что единичный носи- 

тель преодолеет потенциальный барьер (u > U), 

будет линейной функцией времени (рис. 2). 
 

Р = kt.                                   (1) 
 

 

t 

P 

1 

 
 

Рис. 2. Вероятности преодоления единичным носителем 

потенциального барьера при Р = kt 

 

Для простоты и наглядности примем k = 1, то-

гда формула (1) преобразуется в следующую: 
 

Р = t.                                    (2) 
 

Преобразуем формулу (2), поставив вместо 

времени t частоту следования событий преодоле- 

ния потенциального барьера ffol. Формально час- 

тота ffol описывается через время t следующим об-

разом: 

ffol  = 1/t, 
 

отсюда путем простого математического преобра- 

зования получаем 

t = 1/ffol.                               (3) 
 

И, соответственно, подставив (3) в (2), получим 
 

Р = 1/ffol,                             (4) 
 

т. е. получилась зависимость Р = 1/f 
y
 при y = 1. 



Прикладная физика № 4, 2009 
 
70 

Выражение (4) не объясняет полученный эмпи-

рическим путем интервал изменения степени y, 

поэтому еще раз отметим, что ffol — это частота 

следования событий преодоления единичным но-

сителем энергии потенциального барьера, т. е. по-

явления импульсов энергии, а не частота в том 

смысле, в котором ее понимают радиотехники. 

Попробуем решить задачу распределения вероят- 

ности преодоления единичным носителем потен- 

циального барьера (см. рис. 1) расчетным путем,  

используя формулы теории вероятности. При этом  

интервалы времени tn, по которым будут опреде- 

ляться вероятности преодоления единичным носи- 

телем потенциального барьера U, определяются  

следующим образом 
 

t1 = te; 

 

t2 = t1 + te; 

 

t3 = t2 + te; 

 

... 

tn = tn–1 + te+ n te, 
 

 

tn определяет частоту следования событий пре- 

одоления потенциального барьера как 
 

fn = 1/ tn .                              (5) 
  
Пусть вероятность того, что единичный носи- 

тель преодолеет потенциальный барьер (u > U) через 

единичный интервал времени te, равна . Началь- 

ный интервал t1 = te. Соответственно, 
 

Р( t1) =  Р( tе) = .                       (6) 
 

С учетом формулы (6) вероятность того, что 

единичный носитель преодолеет потенциальный 

барьер при t2 = t1 + tе, будет определяться по 

формуле суммы вероятности, т. е. 
 

Р( t2) = P( t1) + Р( tе)  Р( t1)Р( tе), 
 

соответственно, 

 

Р( t3) = P( t2) +  Р( tе)  Р( t2)Р( tе), 

(7) 

Р( t4) = P( t3) + Р( tе)  Р( t3)Р( tе), 

. . . 

Р( tn) = P( tn-1) + Р( tе)  Р( tn-1)Р( tе). 

 

Каждому интервалу времени t формально со-

ответствует частота следования событий преодо-

ления потенциального барьера, определенная, со-

гласно формуле (5), как fn = 1/ tn. 

Теперь выразим (7) через частоту f. 

 

Р(f1) = Р( fе) = , 

 

Р(f2) = P( 1) + Р( fе)  Р( f1)Р( fе), 

 

Р(f3) = P( f2) + Р( fе)  Р( f2)Р( fе),         (8) 

 

Р(f4) = P( f3) + Р( fе)  Р( f3)Р( fе), 

. . . 

Р(fn) = P( fn-1) + Р( fе)  Р( fn-1)Р( fе). 

 

Учитывая, что Р( fе) = Р( tе) =  — постоянная 

величина для конкретного случая, можно в (8) за-

менить Р( fе) на Р( tе). 

В результате компьютерных расчетов, про- 

веденных по данной модели, были получены сле- 

дующие зависимости (рис. 3, а), которые показали,  

что начиная с вероятности преодоления потенци- 

ального барьера за единичный интервал времени 

Р( tе) = 0,01 и меньше на графике изображается 

ярко выраженная зависимость 1/f, и в диапазоне  

0,2—0,01 присутствуют так называемые 1/f-участ- 

ки [5, 6].  

После проведения сравнительных расчетов вы- 

яснено, что отличие зависимостей, рассчитанных 

по предложенной математической модели (начи- 

ная с Р( tе) = 0,2 и далее) и по формуле 1/f 
y
, не- 

значительное и составляет сотые доли процентов. 

Предлагаемая модель позволяет объяснить на- 

личие пределов степени у в эмпирической формуле 

1/f 
y
. Этот предел обусловлен ограничением кри-

визны графиков зависимостей, полученных со-

гласно предложенной модели. Как видно из  

рис. 3, а, ограничение слева лежит в области  

Р( tе) = 0,2. Это предельное значение, при кото-

ром график ассоциируется как 1/f 
у

 , при этом сте-

пень y в зависимости 1/f 
у
 равна 0,77. Ограничения 

справа возникают начиная со значения Р( tе) = 10
-10

, 

далее зависимость практически не изменяется  

(см. рис. 3, б, в). Вид самой кривой остается без 

изменений, у оказалась равной 1, при этом совпа-

дение кривой 1/f 
y
 с кривой, рассчитанной по дан-

ной методике, практически абсолютное, дисперсия 

разницы точек на двух сравниваемых кривых при 

Р( tе) = 10
-300

 равна 1,16368 10
-26

. 

Полученное семейство кривых на рис. 3, а хо-

рошо согласуется с экспериментальными данными 

[5, 6] и объясняет наличие 1/f-участков в графике 

спектров шумов (см. рис. 3, а, кривые 4 и 5). 
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Рис. 3. Плотности вероятности Р(fn) при разных  

значениях Р( tе): 

а: 1 — 1,0; 2 — 0,8; 3 — 0,5; 4 — 0,2; 5 — 0,1; 6 — 0,05;  

7 — 0,01; 8 — 0,001; б  — te = 0,00000001; в — te = 10-300 

 

Обоснование возникновения 1/f-шума  

как результат пуассоновского процесса 
 

По поводу предела справа степени y = 1 ряд 

экспериментаторов отмечает, что у обычно близко 

к 1 и редко превышает ее [4]. 

Предлагаемая выше модель, безусловно, требу-

ет уточнения и доработки, но это не изменяет об-

щей картины, это всего лишь одна из моделей воз-

никновения 1/f-зависимости, описывающей один 

из механизмов генерации 1/f-шума.  

Должна существовать как минимум еще одна 

модель, так как, во-первых, в классическом  

1/f-шуме пределы степени y составляют от 0,8 до 

1,2, во-вторых, в классическом 1/f-шуме, имею- 

щем более чем достаточное экспериментальное 

подтверждение, нет обособленных 1/f-участков, и 

при y = 0,8 и 1,2 кривая имеет классический  

1/f-вид, в третьих, вышепредставленная модель 

описывает плотность вероятности, а не спектраль- 

ную плотность, и больше подходит для объяснения 

1/f-шума в таких природных явлениях как грозы [7]. 

В полупроводниковых структурах, используемых 

в электронной технике, данное явление связано с 

шумом, имеющим распределение спектральной 

мощности шума 1/f 
у
, где f — частота, поэтому, 

соответственно, модель необходимо, как мини-

мум, доработать.  

Для решения этой задачи и нахождения иско- 

мой модели воспользуемся формулой (1) возник-

новения 1/f-зависимости, и будем искать процес-

сы, имеющие распределение по времени, сходное 

с распределением, приведенным на рис. 2. 

Рассмотрим пуассоновский процесс — частный 

случай счетного процесса, т. е. целочисленного 

процесса с единичными приращениями. Типичная 

реализация счетного процесса показана на рис. 4. 
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Рис. 4. Типичная реализация пуассоновского  

счетного процесса N(t) 

 

Процесс этого типа можно описать случайной 

последовательностью точек {tk} вдоль временной 

оси [9] 

 

1 2( ) ( ); 0 ,kN t t t t t              (9) 

 

где (t) — единичная функция включения 

1
( ) 1 signt .

2
t   

Таким образом, случайное значение N(t) (9) эк- 

вивалентно числу точек включения между 0 и t.  
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Процесс может быть охарактеризован вероятно- 

стью события [N(t) = n] для каждого t  0 и n =  

= 0, 1, 2, … . 

Формула спектральной плотности вышеуказан- 

ного процесса [9] будет 
 

2

2 2

2 1
,

2
xx

P P
K f P f

f
        (10) 

 

где P
2

(t) — постоянная составляющая при f = 0; 

P — вероятность появления события 

(включений или появления им-

пульса) в единичный интервал 

времени; 

(f) — дельта-функция. 

Величины, входящие в выражение (10), можно 

трактовать следующим образом: P — вероятность 

появления 1 соответствует коэффициенту запол- 

нения процесса, т. е. отношению средней длитель- 

ности импульса к среднему периоду процесса;  

 — характеризует среднюю частоту (интенсив-

ность) процесса, а f — текущую частоту.  

Выражение (10) справедливо для относитель- 

ного значения амплитуды импульсов, равного 1. 

Чтобы получить спектральную плотность средней 

мощности в обычной размерности (В
2
/Гц), нужно 

умножить выражение (10) на квадрат средней ам-

плитуды импульсов 2.U   

Выражение (10) является обобщением выраже-

ния c/f 
y 

на весь диапазон частот. При достаточно 

большой частоте (интенсивности) процесса  из-

менение текущей частоты в области низких частот 

мало влияет на значение спектральной плотности, 

и ход кривой совершенно отличается от выраже-

ния 1/f. Остается только выяснить, каково это со-

ответствие для сверхнизких частот, для которых 

используется выражение c/f 
y
. При малой частоте 

(интенсивности) процесса  << f для сверхнизких 

частот спектральная плотность начинает вести се-

бя как c/f 
y
. Так, уже при  = 0,03 получается дос-

таточно хорошее соответствие спектральной плот-

ности и кривой c/f 
y
 при показателе степени y = 0,8 

(рис. 5, а). 

Для определения предела слева значения сте-

пени y в эмпирической формуле c/f 
y
 попробуем 

решить задачу, подобную той, которую решают 

экспериментаторы, и построим график c/f 
y
 по 

данным, рассчитанным по приведенной выше ме-

тодике, вместо полученных эмпирическим путем. 

Расчеты будем вести при P = 0,5. При заданном 

значении частоты (интенсивности) процесса  

найдем степень y, соответствующую оптимально-

му совпадению графика c/f 
y
 с графиком, рассчи-

танным по формуле (10). В данном случае имеем 

значения  = 0,03, y = 0,8 и с = 0,06.  
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Рис. 5.  Совмещение графика спектральной плотности с/f у 

с графиком, рассчитанным  по формуле (10): 

а  —  при P = 0,5,  = 0,03 и c/f y при y = 0,8,  c = 0,06  

(G = 0,06 / f 0,8);  

б — при P = 0,5,  = 0,01 и с/f y при y = 1,2,  c = 0,008  

(G = 0,008 / f  1,2); 

в — при P = 0,5,  = 0,005 и  y = 1,4 
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Рис. 5.  Окончание: 

г — при P = 0,5,  = 0,00001,  c = 0,00004,  y = 1,5; 

д — при P = 0,5,  = 0,000001,  c = 0,000013,  y = 1,5 

 

Как видно из рис. 5, а, совмещение графиков 

достаточно хорошее, чтобы признать утверждение 

об идентичности графиков. Если же график с/f 
y
 

"оторвать" от осей и передвигать как кривую, а 

именно так чаще всего и делают исследователи, 

подбирая график 1/f к экспериментальным кри-

вым, то совпадение графиков будет практически 

идеальным. 

Как видно из рис. 5, а, предел слева степени y в 

эмпирической формуле c/f 
y
 равен 0,8. При частоте 

(интенсивности) процесса   0,03 даже при пока-

зателе степени y  0,8 уже не достичь достаточно 

хорошей аппроксимации. 

Максимальное значение спектральной плотно-

сти Kxx(f) при f  0 соответствует выражению 

2 2 (1 )
.

P P
U  Так, при P = 0,5,  = 0,03 и U = 1 В 

Kxx(0) = 
20,5

16,7
U

 В
2
/Гц. В отличие от этого 

значение выражения c/f 
y
 всегда стремится к  при 

f  0.  

Стремление энергетического спектра к  при  

  0 объясняется тем, что при очень малой час-

тоте (интенсивности) процесса период T = 2 / , а, 

соответственно, и длительность импульса imp, 

равная половине периода (при P = 0,5), стремится 

к бесконечности. При этом энергия сигнала, рав-

ная U 
2

imp, также стремится к бесконечности. При 

малой частоте (интенсивности) процесса и imp  

0,  

P  0, и низкочастотная составляющая энергети-

ческого спектра становится малой величиной. 

При определении предела степени y справа при 

P = 0,5 и  = 0,01 и меньше вид (кривизна) графи-

ка не меняется, меняется только размерность гра-

фика на рис. 5, б, в, при этом y находится в преде-

лах 1,2—1,4. При дальнейшем уменьшении 

частоты (интенсивности) процесса (  = 0,005 и 

меньше) показатель степени y увеличивается 

вплоть до величины y = 1,5 (см. рис. 5, г, д). 

Из рис. 5, а—в видно, что совмещение доста-

точно хорошее, чтобы считать утверждение о сов-

падении графиков обоснованным.  

 
Выводы 

 

1. В случае аппроксимации 1/f-шума пуассо- 

новским процессом предел справа в эмпирической 

формуле c/f 
y
 действительно существует.  

2. Согласно представленной модели предел 

степени y равен 1,5, он несколько больше обще- 

принятого предела 1,2, но в целом не противоре- 

чит  экспериментальным данным.  

3. Данный предел, равный 1,5, определен мате- 

матическим расчетом — формула (10).  

Так как процесс, описываемый формулой (10), 

не связан с конкретной физической средой или 

физическими объектами (ФО), то он будет прояв- 

ляться в любых средах, с любыми ФО, где возник-

нут необходимые условия, соответствующие экс-

периментальным данным. 

4. Констатируя вышеприведенные выкладки, 

можно уверенно заявить, что явление, именуемое 

как 1/f-шум, в ряде случаев может быть результа-

том пуассоновского процесса. Подобранная экспе-

риментаторами аппроксимирующая эмпирическая 

формула c/f 
y
 искусственна. При сверхнизких час-

тотах формула c/f 
y
 может достаточно точно опи-

сывать эти процессы, но в связи с искусственно-

стью эмпирической формулы c/f 
y
 ее применение 

ограничено, откуда и появились пределы степени y. 

5. Так как формула (10) не привязана к кон-

кретной физической среде и конкретным физиче-

ским объектам, то шум, генерируемый по данной 
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модели, будет проявляться в любых средах, с лю-

быми объектами, где будут создаваться соответст-

вующие условия. Этим и объясняется повсемест-

ное проявление 1/f-шума.  
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Models of 1/f-noise origin are described. As result of barrier effect and as result of Poisson's pro-

cess. The presence of limits in value of y power in the empirical formula 1/f
у
 is described. 
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