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Представлено теоретическое описание экспериментов [1—3] по генерации высоких гар-

моник в кластерной среде при облучении лазерным полем умеренной интенсивности (1012—
1014 Вт/см2). В экспериментах наблюдалось заметное расширение плато высоких гармоник 
по сравнению со случаем облучения газовой среды. Наблюдение таких эффектов возможно 
только в случае, если они обладают свойством когерентности. Рассмотрению этого во-
проса в статье уделяется особое внимание. 
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Введение 
 

Процесс генерации высоких гармоник в газовой 
среде при облучении когерентным лазерным излу-
чением интенсивностью 1012—1015 Вт/см2 в на-
стоящее время детально и всесторонне изучен в 
работах [4—7]. В рамках простой полуклассиче-
ской модели [4], которая качественно верно ото-
бражает все свойства процесса, электрон ионизу- 
ется, распространяется в континууме под воздей-
ствием лазерного поля, возвращается к родитель-
скому иону и рекомбинирует на нем с излучением 
кванта высокой гармоники. Одна из типичных 
особенностей при этом — наличие плато высоких 
гармоник, простирающегося до значений номера 
гармоники  
 

1 ( 3,17 )= +
ωat PN I U ,                   (1) 

 
где I — потенциал ионизации атома;  

UP — пондермоторная энергия, UP = e2E2/4mω2 ;  
 е — элементарный заряд; 
 E— напряженность электрического поля;  
m — масса электрона;  
ω — частота лазера накачки.  
Соотношение (1) может быть получено с по-

мощью рассмотрения классической кинематики 
электрона. За областью плато в спектре гармоник 
наблюдается экспоненциальный спад. 

Процесс генерации высоких гармоник в кла-
стерной среде, напротив, изучен в весьма слабо. 
Однако немногие экспериментальные исследова-

ния [1—3] выявили существенные отличия от га-
зового случая. В частности, было обнаружено за-
метное расширение плато высоких гармоник, 
причем предельное значение номера гармоники 
отличается в разных экспериментах и, по-
видимому, не может быть описано простой фор-
мулой. При этом по-прежнему существует пре-
дельное значение гармоники, за которым наблю-
дался экспоненциальный спад.  

Следует заметить, что экспериментальное на-
блюдение эффекта генерации гармоник и возмож-
ность его практического использования бывает 
только в случае, когда излучение когерентно для 
разных излучателей. В газовой среде это условие, 
как правило, выполняется. 

Проблема теоретического описания процесса 
генерации высоких гармоник в атомарных класте-
рах, в том числе и анализ когерентности, изуча-
лась различными авторами [8—12]. Как правило, 
для этих целей использовался численный расчет 
на основе квантовомеханической модели. К сожа-
лению, такой подход не всегда позволяет получить 
прозрачную картину явления и указать области 
параметров, при которых следует ожидать реали-
зации конкретных сценариев. В работе [8] было 
показано, что генерация высоких гармоник в кла-
стерах происходит более эффективно, чем в газах, 
а номер предельной гармоники превышал не толь-
ко атомный предел (1), но и максимально возмож-
ное классическое значение энергии электрона в 
поле лазерной волны 

 

1 ( 8 ).= +
ωat PN I U                                    (2) 
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Гармоники такого порядка в экспериментах 
[1—3] не наблюдались. Возможно, что физической 
причиной такого результата был малый размер 
рассматриваемых в [8] кластерных частиц (не-
сколько единиц). Тогда при изучении отклика от-
дельного кластера когерентность не имеет ре-
шающего значения, и становятся заметными 
некогерентные эффекты типа обратного тормозно- 
го излучения, не имеющие классического ограни- 
чения (2).  

В работе [9] получены похожие результаты: для 
цепочек из трех, пяти и семи атомов не было об-
наружено явного плато высоких гармоник. В рабо-
те [10] для частиц с таким же малым количеством  
атомов было показано, что с ростом интенсивно-
сти эффективность генерации гармоник уменьша- 
ется. Причиной такого эффекта было уменьшение  
потенциала ионизации атомов в кластере по срав- 
нению с изолированными атомами. В работе [11]  
предсказано существенное увеличение интенсив-
ности гармоник при облучении короткими лазер-
ными импульсами и значительно превышающее 
экспериментальные значения увеличение пре-
дельного номера гармоники для кластера, состоя-
щего примерно из 50 атомов. Проблема исследо-
валась также путем численного решения 
одномерного уравнения Шредингера для линей-
ной цепочки атомов, условия когерентности про-
цесса при этом не анализировались [12]. По-
видимому, сколько-нибудь удовлетворительное 
объяснение результатов экспериментов [1—3] в 
настоящее время в литературе отсутствует. 

Сложность построения модели в данном случае 
связана с существенными отличиями кластерной и 
газовой сред. Ясно, что при рассмотрении "атом-
ного" механизма генерации высоких гармоник, 
соответствующего квазиклассической модели 
Коркума в газе [4], основным физическим отличи-
ем от газового случая является возможность ре-
комбинации ионизованного электрона на соседние 
ионные центры, которые в кластере близко распо-
ложены к родительскому иону. Именно такие пе-
реходы, по-видимому, являются наиболее вероят-
ной причиной расширения плато высоких 
гармоник за пределы (1). Однако даже ограниче-
ние рассмотрения одним кластером и пренебреже-
ние такими эффектами, как неоднородность сре- 
ды, нелинейные эффекты распространения лазер-
ного излучения, разброс кластеров по размерам, 
приводят к задаче о нестационарной системе, на 
которую действуют одновременно внешнее лазер-
ное излучение и наведенное внутри кластера поле 
с квазистатической составляющей.  

В данной работе мы ограничиваемся условиями 
экспериментов [1—3], в которых интенсивность 
лазерного излучения существенно меньше атом-

ных значений, так что кластер за время действия 
импульса не успевает существенно разрушиться. 
При этом внутреннее поле в кластере может отли-
чаться от внешнего в силу экранировки [13]. Для 
рассмотренных интенсивностей и не слишком ма-
лых кластеров амплитуда осцилляций электрона ξ 
в лазерном поле гораздо меньше, чем радиус кла-
стера R 

2 .ξ ≡ <<
ω

eE R
m

 
 

Например, при интенсивности лазерного поля 
5⋅1013 Вт/см2 амплитуда осцилляций равна при-
мерно 0,6 нм, что соответствует среднему меж-
атомному расстоянию в кластере. В этом случае 
электрон слабо ощущает неоднородности квази-
статической части кластерного потенциала, и его 
движение может быть описано волковской волно-
вой функцией. 

Таким образом, при сделанных предположени-
ях об интенсивности лазерного поля накачки ста-
новится возможным рассмотрение в рамках про-
стой прозрачной модели влияния на ширину плато 
высоких гармоник появления альтернативных пу-
тей рекомбинации в кластере по сравнению с га-
зом. Основное внимание при этом уделяется коге-
рентности таких переходов. 

 
 
Волновая функция и амплитуда процесса 
 
Основная идея большинства моделей, исполь-

зующихся при рассмотрении процесса генерации 
высоких гармоник в газах, основана на использо-
вании для описания движения электрона в непре-
рывном спектре волковской волновой функции, не 
учитывающей влияния атомного остатка на дви-
жение электрона. При этом начальное и конечное 
состояния электрона считаются невозмущенными 
внешним полем. Известно, что конкретный вид 
волновой функции связанного состояния влияет на 
предэкспоненциальный фактор в амплитуде, а са-
ма амплитуда допускает квазиклассическую ин-
терпретацию в рамках подхода Коркума [4]. Для 
наших целей достаточно рассмотреть самый про-
стой случай и в качестве атомного потенциала  
использовать потенциал нулевого радиуса, кото-
рый в газовом случае допускает почти полное ана-
литическое рассмотрение [7]. 

В качестве модели кластерного остова рассмот-
рим N-ямный потенциал, состоящий из N потен-
циалов нулевого радиуса, полагая  1=h
 

2ˆ ( ) ( ) ,π ∂
= δ

κ ∂
∑

r r
j j

j j
V r r r

m r
   

где ,= −
r rr r

j jr r R Rj  — положение j-го центра;  
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κ — характеристика глубины ямы, приближен-
но одинаковая для всех центров.  

Волновая функция отдельного s-го электрона, 
удовлетворяющая уравнению Шредингера, 
 

( )( )
( ) ( )( ) ( )

( )

( )2
( )

( , ) ;

,
2

−κ
− εψ =

−κ
ε =

∑
r

ss
ks

r
ss s i t

k s
k k

s
s

er t e C
r

m

          (3) 

где константы ( )s
kC  удовлетворяют условию нор-

мировки и определяются совместно с уровнями 
энергии ( )ε s  из соответствующей системы линей-
ных уравнений.  

Для корректного анализа когерентности в про-
цессе генерации высоких гармоник в кластере рас-
смотрим переходы между начальным ⎪i〉 и конеч-
ным ⎪f〉 состояниями всей N-частичной системы. 
Как и при рассмотрении процесса в газах, будем 
считать эти состояния соответствующими основ-
ному состоянию системы, когда N электронов рас-
положены на N энергетических уровнях в N-ямном 
потенциале нулевого радиуса: 
 

( )( ) ( ) ( ) ( )

1 1
( , ) ( , ) ( ) .− ε

= =
Ψ = ψ = ψ∏ ∏

r r r sN Ns s s s

s s
r t r t r e i t  

 

В случае одинаковых начального и конечного 
состояний метод Левенштайна [6] и вычисление с 
помощью теории S-матрицы дают одинаковый ре-
зультат [14]. Интенсивность испущенной гармо-
ники может быть записана в виде 
 

2
2

3
4 | |

23Ω Ω
Ω Ω

=
π

r ddI v
c

,  
 

где Ω — частота излученной гармоники;  
   с — скорость света;  

     — Фурье-компонента от средней скорости  Ω
rv

 

( ) ( ) ( )

3 ( ) ( )

( ) ( , ', )

( ) ' ( )

( '), ( ') ;−

= − Π ×

× Π

∑ ∫ ∫
r

rr

r r s s

s s

s

s iS t t p

iev t dt d p t
mc

A t t e
 

 

( )

( ) 3 ( ) ( ) ( )
3 / 2

( ) ( ) ( )

1( ) exp[ ]
(2 )

/ ( ) ( );

s s

s s s

t d r ip r

p e cA t r

Π =
π

× − ψ

∫
r r r

rr r

s s ×
 

( )2( )'
( ) ( ) ( ) ( )

/ ( ")
( , ', ) " ' ,

2

st
s s

t

p e cA t
S t t p dt t t

m

−
= +∫

rr
r s sε − ε

exp

. ,

 

 
где  — векторный потенциал 
лазерного поля.  

( ) / cosxA t Ec e t= − ω ω
r r

Для всей системы с учетом соотношения (3) 
получаем 
 

( ) ( ) 3 ( )

, ,

( ) ( ) ( )

' cos '

( ) ( , ', )

Ω ∝ ω ×

⎡ ⎤× Ω + − − +⎣ ⎦

∑ ∫ ∫ ∫
r

r rr r

s s s
jk

s j k

s s s
k j

v C C dt dt d p t

i t ip R R iS t t p с с
   (4) 

 

где с.с. — комплексно-сопряженная часть выра-
жения.  

Выражение (4) может быть вычислено методом 
перевала, если параметр 
 

2 2

3 1,≡ >>
ω

e EZ
m

 
 

что для параметров задачи оказывается справед-
ливым (Z ∼ 20).  

Перевальные точки  находятся из 
обезразмеренных уравнений, в которых 

1 0 0, , rt t p
;tα αϕ = ω  

0 / ;α α= Fp p p  / ( );=α α α−F k ja m p R R / ; ≡ ωFp eE   

/ 4 ,Ω ≡Ω%
PU  и параметр Келдыша / 2 :γ ≡ PI U  

 

1 0 1 0( ) sin sin ;x xp aϕ − ϕ + ϕ − ϕ =  
 

1 0( )y y ;p aϕ −ϕ =  
 

2 2 2
0( cos )x yp p ;+ ϕ + = −γ                 (5) 

  

2 2 2
1( cos ) 2x yp p .+ ϕ + + γ = Ω%  

 

В туннельном пределе, когда γ >> 1, из уравне-
ния (5) можно получить качественно верную ве-
щественную часть решения, если опустить правую 
часть [6]. C той же точностью в этом уравнении 
можно опустить и 2 ,yp  тогда система уравнений на 
перевальные точки принимает вид: 
 

0 1 0 1 0cos ( ) sin sin ;хaϕ ϕ −ϕ + ϕ − ϕ =           (6) 
 

2 2 2 2
0 1 0 1(cos cos ) /( ) 2 .yaϕ − ϕ + ϕ −ϕ + γ = Ω%    (7) 

 

Система уравнений (6)—(7) решалась численно. 
 
 
Переходы между различными ионными  

центрами 
 
Возможность переходов электрона со своего 

родительского на другие ионы определяется нали-
чием в выражении (4) разности ( −

r r
k j )R R  и инте-

ресна в первую очередь тем, что обеспечивает на-
личие в спектре гармоник с номерами выше 
предельного значения (1) в атомарном газе. Такие 
гармоники наблюдались в эксперименте [1], где 
предельное значение увеличивалось до 33 по 
сравнению с зарегистрированным номером 29 в 
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газовой среде, и в эксперименте [2], где были за-
регистрированы гармоники в кластерной среде, 
почти достигающие предела (2).  

Наглядное представление о фазе в (4) отдель-
ного s-го электрона, рекомбинирующего на рас-
стоянии | −

r r
k j |R R  от родительского центра, мож-

но получить, построив график плотности синуса 
фазы для разных номеров гармоник. На рис. 1 по-
казаны графики, соответствующие параметрам 
эксперимента [1] для предельных в газовом случае 
29-й, 33-й и 45-й гармоник. Центр соответствует 
положению родительского иона. Белая область 
около центра — область, недоступная для классиче-
ского движения электрона. В этой области интен-
сивность гармоники экспоненциально мала. Видно, 
что с ростом номера излученной гармоники расстоя-
ние, на которое должен удалиться электрон для ре-
комбинации, увеличивается.  

 

 
а 
 

 
б 
 

 
в 
 

Рис. 1. График плотности синуса фазы (4)  
для номеров гармоник: 

а — 29-й; б — 33-й; в — 45-й 

Для экспериментально наблюдаемой в работе 
[1] гармоники с номером 33 ширина белой области 
составляет примерно два—три межатомных рас-
стояния. Понятно, что при реализации такого ме-
ханизма генерации для гармоники с некоторым 
номером нужно, чтобы размер самого кластера 
превосходил белую область на рис. 1. 

Для нахождения минимального расстояния ме-
жду родительским и рекомбинационным центрами 
для данной энергии гармоники проанализируем 
уравнения движения (6), (7), подобно тому, как это 
было сделано для изолированного атома в работе 
[15] на основе сценария Коркума [4]. Максималь-
ная энергия электрона определяется из условия 
 
 

1 0 1 0
1 0

0 cos cos ( )sin
( )

dv
d 1.= ⇒ ϕ − ϕ = − ϕ −ϕ ϕ
ϕ −ϕ

 
 
 

Это условие вместе с уравнением (6) приводит 
к выражению для максимальной энергии электро-
на после движения в течение времени 

1
1 0( )− :τ = ω ϕ −ϕ  

 
 

2 2 2

max 2 2
(1 cos ) .

/ 2 1 cos sin
ω τ − ωτ

=
ω τ + − ωτ −ωτ ωτ

PE U  
 

 
Расстояние между начальной точкой и точкой 

движения электрона, где его энергия максимальна, 
определяется при движении вдоль поляризации 
поля из условия 
 
 

2 2

2 2

2 cos 2 sin 2cos .
2 2 sin 2cos

+ω τ ωτ − ωτ ωτ − ωτ
=

+ ω τ − ωτ ωτ − ωτ
xa  

 
 

Полученный результат удобно анализировать 
графически. На рис. 2 сплошной линией показана 
максимальная энергия электрона в зависимости от 
времени его движения, пунктиром — соответст-
вующее расстояние, на котором такая энергия реа-
лизуется.  

Отмеченное значение времени движения ωτ =  
= 4,08557 соответствует максимальной энергии 
3,17 UP при первом возврате на родительский 
центр. Плотности фазы области рекомбинации, 
отвечающие максимальной энергии (для парамет-
ров эксперимента [1] это 61-я гармоника), показа-
ны на рис. 3. Из него следует, что электрон, спо-
собный излучить максимальный номер гармоники 
согласно (2), должен рекомбинировать в узких об-
ластях, разделенных классически недоступными 
для движения участками. 
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Рис. 2. Энергия электрона в зависимости от времени его движения 
 

 

 
 
 
 

Рис. 3. Области рекомбинации, отвечающие  
максимальной энергии 

 

 
Анализ когерентности и сравнение  

с данными эксперимента 
 
Для вычисления полной интенсивности генера-

ции гармоник вычислялась величина (4) методом 
перевала, причем решения уравнений (6) и (7) на 
перевальных точках находились численным пу-
тем. Оказалось, что если кластер моделируется 
системой потенциалов нулевого радиуса, соответ-
ствующей идеальному кристаллу, вклады перекре-
стных слагаемых в (4) взаимоуничтожаются, так 
что в результате остаются только слагаемые, соот-
ветствующие переходу на родительский ион. В 
более реалистичной модели кластера центры рас-
положены нерегулярно, так что результирующий 
эффект в интенсивности высокой гармоники скла-

дывается не только от диагональных, но и от пере-
крестных слагаемых в (4). В вычислениях диспер-
сия межатомных расстояний принималась равной 
0,5. 

Важным элементом рассматриваемой задачи 
генерации высокой гармоники системой взаимо-
действующих в кластере атомов является ее не-
стационарность в следующем смысле. Рассмотре-
ние начального и конечного состояний как 
решений стационарного уравнения Шредингера в 
некотором потенциале справедливо, если возму-
щения самого потенциала медленны по сравнению 
с характерным временем ионизации электрона.  
В потенциале изолированного атома взаимодейст-
вие соседних зарядов на систему отсутствует и 
потенциал стационарен. Наличие в кластере рядом 
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нескольких зарядов не позволяет свести проблему 
к стационарной задаче.  

Существует возможность построения простой и 
наглядной качественной модели для получения 
оценки интенсивности генерации высоких гармо-
ник. Рассматриваемый многоямный потенциал 
можно приближенно считать стационарным для 
нескольких электронов на временах, существенно 
бóльших времени τtun таких переходных процессов 
в электронной системе, как туннелирование из од-
ного центра в другой. Поскольку в системе посто-
янно происходит ионизация электронов, стацио-
нарный потенциал существует в области системы, 
между частями которой за характерное время ио-
низации τion возможно туннелирование (перерас-
пределение) электронов 
 

3 / 4 ,tun tun ionn τ ≤ τ                    (8) 
 

где  — число центров в области стационарного 
потенциала.  

tunn

Существенно, что для разных областей, не свя-
занных условием (8), волновые функции связан-
ных многоэлектронных состояний различны, по-
этому они обладают постоянной квантовой фазой, 
усреднение по которой в вероятности генерации 
высоких гармоник сделает вклады таких различ-
ных областей некогерентными.  

При вычислении выражения (4) условие (8) ис-
пользовалось для ограничения суммы: в нее вхо-
дили только те слагаемые, для которых условие (8) 
было выполнено. 

Для оценки τtun рассмотрим два соседних цен-
тра с кулоновскими потенциалами, расстояние 
между которыми  χab,  ab — боровский радиус. 
 

1 1( ) ,
⎛ ⎞

= +⎜ ⎟⎜ ⎟− χ⎝ ⎠
U x I

x x
 

 

где x — безразмерное расстояние.  
Время туннелирования определяется следую-

щим выражением [16]: 
 

2

1

1 exp 2 1 ,
( )

⎡ ⎤χ
τ ≈ − −⎢ ⎥

χ −⎢ ⎥⎣ ⎦
∫
x

tun
x

dx
I x x

4

4

         (9) 

 

где  х1,  х2 — классические точки поворота.  
Среднее расстояние между центрами (атомами) 

в кластере в силу его рыхлой структуры предпола-
галось равным χ = 6,5, что несколько больше, чем 
средние межатомные радиусы в молекулах и кри-
сталлах (минимальное расстояние, при котором 
кулоновские центры разделены, равно χ = 4).  

Из выражения (9) получаем для соседних ато-
мов Ar с1 17 10−τ ≈ ⋅tun

-1, для соседних атомов Xe 

 с1 15,4 10−τ ≈ ⋅tun
-1. 

В экспериментах [1—3] использовались лазеры 
накачки различной интенсивности: в эксперименте [1] 
она равнялась 2,5⋅1014 Вт/см2, в [2] — 2⋅1014 Вт/см2,  
в [3] — 5⋅1013 Вт/см2.  

Сильная нелинейная зависимость скорости ио-
низации от интенсивности действующего поля 
привела к весьма заметному отличию для рассмат-
риваемых экспериментов характерного времени 
τion. C учетом уменьшения потенциала ионизации 
из-за наложения потенциала соседних центров 
скорость ионизации [18] для эксперимента [1] со-
ставила 1,6⋅1014 с-1, для [2] — 5,6⋅1013 с-1, для [3] — 
2,4⋅1010 с-1.  

Соответствующие числа  принимают зна-
чения ∼10, ∼4000, ∼8⋅10

tunn
12, соответственно.  

Вычисленный спектр высоких гармоник для 
параметров экспериментов [1, 2] (в [3] максималь-
ный номер гармоники не приводится) представлен 
на рис. 4. В работе [1] область когерентного сло-
жения слагаемых в сумме (4) мала, так что пре-
вышение максимального номера гармоники для 
изолированного атома (1) незначительно, в [2] — 
эта область достигает размера облучаемых класте-
ров, так что в эксперименте становится заметна 
зависимость максимального номера гармоники от 
размера кластера. 
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Рис. 4. Спектр высоких гармоник для параметров экспериментов: 
а — [1]; б — [2] (103 атомов в кластере); в — [2] (104 атомов в кластере) 
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Заключение 
 

Задача  генерации высоких гармоник в кла-
стерной среде имеет существенные вычислитель-
ные трудности, одна из них заключается в необхо-
димости решения нестационарного уравнения 
Шредингера для многоэлектронной системы всего 
кластера для корректного описания когерентных 
эффектов.  

Предложенная простая модель, основанная на 
качественных соображениях, позволяет правильно 
описать результаты известных экспериментов и не 
требует длительного численного вычисления. Ес-
тественно, при описанном подходе остаются неуч-
тенными эффекты, связанные с наличием самосо-
гласованного потенциала кластера, нелинейными 
свойствами среды и динамическими изменениями 
свойств системы в процессе облучения.  

В развитом модельном описании генерации 
гармоник в кластере существует возможность уче-
та свойств материала и структуры кластера. В ча-
стности, модель предсказывает слабость эффекта 
генерации высоких гармоник для наночастиц с 
близкой к идеальной кристаллической структурой, 
например металлических кластеров.  

Другим нетривиальным следствием является 
сильная обратная зависимость номера максималь-
ной гармоники от интенсивности лазерного поля. 
Одним из результатов работы является вывод о 
том, что самые высокие гармоники с номерами 
вблизи классического предела (2) могут излучать-
ся когерентно только при достаточно малых ин-
тенсивностях лазерного поля. 
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In paper the theoretical description of experiments [1—3] on the high harmonic generation in 
cluster medium irradiated by the laser field of the moderate intensity (1012—1014 W/cm2) is pre-
sented. In these experiments the appreciable expansion of the high harmonic plateau comparing to 
the case of irradiating the gas medium is clearly seen. The observation of such effects is possible 
only if they are coherent. Special attention is focused to this question. 
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