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Введение 
 

Эффективность работы различных полупро-

водниковых устройств во многом зависит от элек-

трофизических параметров используемых полу-

проводниковых структур, и знание этих парамет- 

ров может позволить провести теоретическую 

оценку эффективности работы этих приборов. Для 

устройств полупроводниковой оптоэлектроники 

(элементов солнечных батарей, фотодиодных 

структур, регистрирующих электромагнитное из-

лучение различных диапазонов, и т. п.) одной из 

важных характеристик, во многом определяющих 

работу приборов, является эффективность детек-

тирования неосновных носителей заряда (ННЗ), 

генерированных электромагнитным излучением в 

приповерхностной области полупроводниковой 

структуры. При этом при моделировании процес-

сов диффузии ННЗ в полупроводниковых мате-

риалах фотоприемников влияние статистического 

разброса электрофизических параметров вещества 

обычно не учитывают. Однако на практике ло-

кальные значения электрофизических параметров 

полупроводниковых материалов в силу ряда при-

чин могут иметь случайный разброс относительно 

своих усредненных по объему значений, и не  

исключено,  что  наличие   разброса   в   значениях 
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локальных параметров может оказать существен-

ное влияние на процесс диффузии, а значит, и на 

распределение неравновесных ННЗ в объеме по-

лупроводника.  

Количественное описание влияния разброса в 

значениях локальных параметров полупроводни-

ков на распределение ННЗ в результате их диффу-

зии может быть проведено методами математиче-

ского моделирования; ранее такая задача решалась 

только для случая генерации ННЗ электронным 

пучком применительно к модели независимых ис-

точников [1, 2]. 

В данной работе авторы продолжают такие ис-

следования и ставят перед собой задачу разрабо-

тать методику расчета распределений ННЗ, гене-

рированных электромагнитным излучением в 

полупроводниковом материале. Предполагается 

использование модели коллективного движения 

носителей заряда, согласно которой на диффузию 

генерированных внешним энергетическим воздей-

ствием неравновесных ННЗ из любого микрообъ-

ема полупроводникового материала фотоприем-

ника оказывают влияние другие электроны (или 

дырки) из других микрообластей материала. Рас-

четы проводятся для наиболее простой модели, в 

которой процесс диффузии ННЗ рассматривается 

в однородном полупроводниковом материале без 

учета влияния электрического поля p—n-перехода 

фотодиодной структуры. Тогда, аналогично слу-

чаю генерации ННЗ электронным пучком [3], для 

одномерной диффузии в полупроводнике распре-

деление ННЗ по глубине p(z) находится как ре-

шение дифференциального уравнения 
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d p z p z
D I z
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               (1) 
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с граничными условиями 
 

0

0 , 0.s

z

d p z
D p p

dz
       (2) 

 

Здесь D,  и s — электрофизические парамет-

ры полупроводниковой мишени, а именно, коэф-

фициент диффузии, время жизни и скорость по-

верхностной рекомбинации ННЗ, соответственно. 

Через I(z) обозначена плотность потока энергии 

светового пучка, рассеянной в тонком слое мише-

ни на глубине z. Для пучка света I(z) определяется 

следующим образом: 0βα exp αI z I z  [4], где 

I0 — интенсивность света (плотность потока энер-

гии) на входе в образец,  — коэффициент погло-

щения,  — внутренний квантовый выход. 
 

Постановка задачи 
 

Задача анализа моделей стохастических про-

цессов, подобных процессу диффузии ННЗ, с уче-

том случайного изменения электрофизических па-

раметров исследуемого полупроводникового 

материала является достаточно сложной пробле-

мой, для решения которой существует сравни-

тельно мало методов. Большинство таких методов 

являются либо слишком сложными для использо-

вания на практике, либо требуют принятия слиш-

ком грубых упрощающих допущений, например, о 

малости случайных возмущений параметров. При 

этом далеко не всегда удается найти точное анали-

тическое решение.  

Для проведения анализа модели (1), (2) с уче-

том случайных составляющих в коэффициентах D, 

 и s предлагается использовать проекционный 

метод, который не только позволяет решить по-

ставленную задачу, но и построить эффективный 

вычислительный алгоритм. При сравнении с ко-

нечно-разностными методами преимущество 

предлагаемого подхода проявляется не только в 

возможности существенно сократить размерность 

аппроксимированной модели, но и представить 

решение в операторной форме, что позволяет 

применять наиболее эффективные методы при ис-

следовании аппроксимированных систем. При 

этом проекционный метод трактуется не как метод 

приближенного решения уравнения, а как метод 

аппроксимации непрерывной системы конечно-

мерной задачи [5]. 

Ранее в работе [6] было получено решение ста-

ционарного уравнения диффузии ННЗ данным ме-

тодом без учета случайных возмущений. Прибли-

женное решение было найдено в аналитическом 

виде с использованием сравнительно небольшого 

числа членов функционального ряда (m = 15). 

Данная работа посвящена разработке приближен-

но-аналитического метода решения рассматривае-

мой задачи, позволяющего сравнительно просто 

находить статистические характеристики распре-

деления ННЗ p(z), а именно, математическое 

ожидание и автокорреляционную функцию с уче-

том случайных изменений коэффициентов D,  

 и s и использованием проекционной аппрокси-

мации модели коллективного движения, т. е. урав-

нений (1) и (2).  

Напомним, что математическое ожидание слу-

чайной функции представляет собой неслучайную 

усредненную функцию (среднее значение функ-

ции), а автокорреляционная функция характеризует 

линейную статистическую связь между сечениями 

рассматриваемой случайной функции, а также 

разброс сечений относительно усредненного зна-

чения. Для реализации проекционного метода был 

выбран базис из модифицированных функций  

Лагерра с параметром, ускоряющим сходимость 

ряда [7]. 
 
 

Проекционная аппроксимация исходной  

модели, основанная на применении метода  

наименьших квадратов 
 

Рассмотрим проекционную аппроксимацию мо-

дели, выраженную уравнениями (1) и (2). Введем 

ортонормированный базис из модифицированных 

функций Лагерра ( ) exp 2 ;i iz z L z  в 

функциональном пространстве 2 0,L , которые 

определяются через многочлены Чебышева—

Лагерра ;iL z  [7], i = 0, 1, 2, … . Здесь пара-

метры  и  используются для оптимизации вы-

числительной схемы. Тогда каждую функцию от 

переменной z, входящую в систему уравнений (1) 

и (2), аппроксимируем частичной суммой порядка 

m ее ряда Фурье по системе модифицированных 

функций Лагерра, а затем последовательно приме-

ним к каждому уравнению системы операторы 

проектирования Q
m
 на подпространство с базисом 

из m первых модифицированных функций Лагерра.  

Перейдем от системы уравнений (1), (2) к при-

ближенной системе уравнений:  
 

4 4

4

1

0

10 10

10 ,

0 0,

m
m m m

m

m
m m

s

z

d p zd
D Q Q p z

dz dz

I z

d p z
Q D p

dz

(3) 
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и вместо задачи (3) рассмотрим функционал: 
 

2

2
( ) 4
1

2
( )
2

0

10

,

pm m m

L

p m

z

J p z L p z I z

L p z

 

 

где 
( )
1

p
L  и 

( )
2

p
L  — операторы, стоящие в левых 

частях уравнений системы (3), соответственно. 

Приближенное решение mp z  разыскивается из 

требования, чтобы оно доставляло минимум 

функционалу 
mJ p z .  

Обозначим через p
mC  и I

mC  столбцы из коэф-

фициентов разложений неизвестной функции 

p(z) и известной функции I(z) по базису ( )i z , 

соответственно, далее введем матрицу дифферен-

цирования D
m
 в базисе ( )i z  и обозначим через 

( )m z  столбец из m  первых модифицированных 

функций Лагерра по переменной z , а в силу орто-

гональности функций Лагерра на полуоси 0,  

функционал 
mJ p z  можно представить в виде: 

 

T
m p p p

p pJ p z J C A C G A C G  

 

и перейти к алгебраической векторно-матричной 

системе уравнений 
 

,p
pA C G                                 (4) 

 

где Ap — матрица переопределенной системы (4), 

которая имеет вид 
 

4 2 4

1 1

10 10
.

0 0

m

T Tp m m m m
m s

D D E
A

D D
 

 

Столбец, стоящий в правой части системы 

уравнений (4), определяется как: 
 

4
1 1 10 0 .

T
I
mmG C  

 

Разложение функции I(z) по базису из m первых 

модифицированных функций Лагерра дает выра-

жение: 
 

, 0, .
T

m m I
mI z I z z C z     (5) 

 

Далее, найдем столбец C
p
, который минимизи-

рует сумму квадратов невязок всех уравнений, 

входящих систему (4):  

inf ,
T

p p p
p pJ C A C G A C G  

 

т. е. решим ее, используя метод наименьших квад-

ратов (МНК). Тогда нормальное псевдорешение 

переопределенной системы уравнений (4) можно 

найти с помощью псевдообратной матрицы [5] 
 

1
.p T T

p p pC A A A G                       (6) 

 

Получив нормальное псевдорешение pC , 

можно теперь восстановить приближенное реше-

ние исходной задачи (1), (2) по формуле: 
 

, 0, .
T pm mp z p z z C z     (7) 

 

 

Решение задачи статистического анализа 
 

Задачу статистического анализа будем рас-

сматривать в смысле определения статистических 

характеристик решения уравнений (1), (2) при усло-

вии, что время жизни , коэффициент диффузии D и 

скорость поверхностной рекомбинации s ННЗ 

являются случайными величинами и имеют гаус-

сов закон распределения.  

Ниже подробно рассмотрен случай, когда ко-

эффициент , входящий в дифференциальное 

уравнение (1), является случайной величиной, 

распределенной по нормальному закону. Для ос-

тальных случайных коэффициентов, т. е. D и s , 

рассмотрение проводится аналогично, поэтому 

приводятся только результаты такого анализа. 

Итак, полученная выше проекционная модель 

(4) включает случайный параметр , потому реше-

ние p z  будет случайной функцией. Таким об-

разом, возникает задача статистического анализа, 

которая формулируется следующим образом: не-

обходимо определить статистические характери-

стики решения уравнения (1) в виде p z , а 

именно, математическое ожидание и автокорреля-

ционную функцию, при условии, что время жизни  

является случайной величиной, которая распреде-

лена по нормальному закону с математическим 

ожиданием m , дисперсией D  и средним квадра-

тическим отклонением . 

Известно [8], что справедливо следующее 

представление: ,m r  где r — непрерыв-

ная случайная величина, распределенная по нор-

мальному закону и имеющая нулевое математиче-

ское ожидание и единичную дисперсию. 

Перейдем от системы (4) к равносильной сис-

теме  
 

0 0
,p

p p p pW r W r C W r Y r             (8) 
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где T
p p pW A A , T

p pY A G , 
0

2exppW r r  

1
0pW , 0 . Матрицы Wp и Yp имеют сле-

дующую структуру: 2
1 2 3pW r W r W W , 

2
1 2pY r Y r Y , где W1, W2, W3, Y1 и Y2 — 

детерминированные матрицы. 

Итерационный процесс, определяющий проек-

ционную характеристику математического ожида-

ния и автокорреляционной функции решения 

уравнения диффузии ННЗ по глубине, построим 

таким же образом, как и в [2]: 
 

0

1 1

, 1, 2, ... ;

p
b

m p p
i i i

a

p pk
i pi i

k
i p p

C M C r C f d

M C r h M W r C r

h M W r Y r i

      (9) 

 

 

2 1
2 cos ,

2

1, ;

k
i

i
h M m M m

k

i k

     (10) 

 

 

0

0

1 1

1 1

, 1, 2, ... .

p

p p

R p pk
i i p p pi i

T
p pk

i p p pi i

T
m m

i i

C M C h W r C W r Y r

C h W r C W r Y r

C C i

 (11) 

 

Здесь функция f  представляет собой плот-

ность нормального усеченного закона распределе-

ния случайной величины  [9], причем ее возмож-

ные значения принадлежат промежутку ,a b ; 

00
p

p pM C h M W r Y r  — начальное при-

ближение, а 
0p p pW r W r W r , 2h M m , 

min min j p
r j

m W r , max max ,j p
r j

M W r  

j pW r  — собственные значения матрицы 

pW r , т. е. спектр Sp ,pW r m M . 

Найдем i-е приближение математического ожи- 

дания распределения ННЗ по глубине: 
 

, 0,p

m

T mm
i p im z z C z . 

Найдем i-е приближение автокорреляционной 

функции решения дифференциальных уравнений 

(1), (2): 
 

1 2 1 2

1 2

, ,

0, , 0, .

p

m

T Rm m
i p iR z z z C z

z z

 

 

Для получения оценок математического ожи-

дания и автокорреляционной функции решения 

дифференциального уравнения (1) методом стати-

стических испытаний воспользуемся формула-

ми [10]: 
 

*

1

1
, 1, ,p

n pm

i i
k k

C C i m
n

 

 

* *
*

1

1
,

1

, 1, ,

p pp m m
m mn p pR

ij i j i j
k k k

n
C C C C C

n n

i j m

 

 

где n — число реализаций случайной функции p(z), 

а 
pm
i

k

C  — i-й коэффициент k-й реализации 

p(z). 

В результате получим оценки математического 

ожидания и автокорреляционной функции реше-

ния дифференциального уравнения (1): 
 

*

*

*

*
1 2 1 2

1 2

, 0, ,

, ,

0, , 0, .

p

m

p

m

T mm
p

T Rm m
p

m z z C z

R z z z C z

z z

 

 

 

Результаты расчетов и их обсуждение 
 

Ниже представлены результаты расчетов, про-

веденных для параметров мишени, характерных 

для монокристаллического кремния (Z =14 и A = 28), 

при длине волны поглощаемого электромагнитного 

излучения  = 1 мкм и коэффициенте поглощения 

 = 10
-2

 мкм
-1

 [11]. Константа I0  была принята 

равной единице. Точность аппроксимации модели 

коллективного движения существенно зависит от 

точности расчета коэффициентов Фурье и при-

ближения функции I(z), поэтому задача построе-

ния приближенного решения сводится к прибли-

женному представлению функции I(z) с заданной 

точностью. Приемлемое для проведения практиче-

ских расчетов приближение функции I(z) было 

получено уже для 9 членов ряда Фурье по моди-

фицированным функциям Лагерра с параметрами 

 = 0,01 и  = 0. Оценка относительной погрешности 

приближения по норме пространства 2 0,L  [12] 



Прикладная физика № 3, 2012 
 
28 

(среднее квадратическое отклонение) определяет-

ся по формуле: 
 

2

2

0,

0,

1/2
2

0

1/2
2

0

, 100 %

100 % 0,0095 %.

m

Lm

L

m

I z I z

I I
I z

I z I z dz

I z dz

 

 

Результаты таких расчетов приведены на рис. 1. 

Кривые точных и приближенных (формула (5)) 

представлений функции I(z) при использовании в 

разложении 9 членов ряда по базису из функций 

Лагерра в выбранном масштабе практически сов-

падают. 
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Рис. 1. Распределение плотности потерь энергии  

световым пучком в кремнии и результат его  

аппроксимации 9-м приближением 
 

Для оценки относительной погрешности между 

8-м и 9-м приближением решения дифференци-

ального уравнения (1) получено: 
 

8 9, 0,2183 %.p p  

 

Из этого выражения видно, что проекционный 

метод позволяет получить приближенное решение 

с использованием небольшого числа членов раз-

ложения (m = 9) по базису из модифицированных 

функций Лагерра для достижения приемлемой 

точности. 

Далее приведем оценки относительных по-

грешностей между 3-м и 4-м приближениями ма-

тематического ожидания и автокорреляционной 

функции p(z) (9), (11), при условии, что скорость 

поверхностной рекомбинации s является случай-

ной величиной, которая распределена по нормаль-

ному усеченному закону с математическим ожи-

данием 1010
s

m  мкм/с и средним квадратичес- 

ким отклонением 1010
s

 мкм/с, а ее возмож-

ные значения принадлежат промежутку: 
9 1110 ì êì /ñ, 10 ì êì /ñs . 

Были получены следующие результаты: 
 

9 9

9 9

4 3

4 3

, 0,011%,

, 2,92 %.

p p

p p

m m

R R
 

 

Здесь использовались следующие параметры 

итерационных процессов:  = 30, k = 1. 

Проверка результатов анализа выполнена методом 

статистических испытаний. В расчетах бралось  

n = 1000 реализаций случайной функции p(z). 

Приведены следующие оценки относительных 

погрешностей, которые показывают сравнение 

результатов, полученных двумя методами, а имен-

но, методом статистических испытаний и новым, 

приближенно-аналитическим, рассмотренным в 

данной работе: 
 

9 9

9 9

*
4

*
4

, 1,12 %,

, 3,65 %.

p p

p p

m m

R R
 

 

Приведем оценки относительных погрешностей 

между 3-м и 4-м приближениями математического 

ожидания и автокорреляционной функции случай-

ной функции p(z) при условии, что коэффициент 

диффузии D является случайной величиной, которая 

распределена по нормальному усеченному закону 

с математическим ожиданием mD = 108 мкм
2
/с и 

средним квадратическим отклонением D = 10
8
 мкм

2
/с, 

причем ее возможные значения принадлежат про-

межутку: 
7 2 9 210 ì êì /ñ, 10 ì êì /ñD . 

Были получены следующие результаты для па-

раметров итерационных процессов:  = 20, k = 1: 
 

 

9 94 3, 0,25 %,p pm m  
 

 

9 94 3, 1,96 %.p pR R  
 

 

Приведены оценки относительных погрешно-

стей, которые показывают сравнение результатов, 

полученных двумя методами, а именно, методом 

статистических испытаний и новым, приближен-

но-аналитическим: 
 

 

9 9

9 9

*
4

*
4

, 2,95 %,

, 4,49 %.

p p

p p

m m

R R
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Приведем оценки относительных погрешностей 

между 3-м и 4-м приближениями математического 

ожидания и автокорреляционной функции случай-

ной функции p(z) при условии, что время жизни  

является случайной величиной, которая распреде-

лена по нормальному усеченному закону с мате-

матическим ожиданием m  = 10
-8

 с и средним 

квадратическим отклонением  = 2 10
-9

 с, а ее 

возможные значения принадлежат промежутку: 
9 710 ñ, 10 ñ . Были получены следующие 

результаты для параметров итерационных процес-

сов  = 10, k = 1: 
 

9 9

9 9

4 3

4 3

, 0,38 %,

, 2,45 %.

p p

p p

m m

R R
 

 

Используя метод статистических испытаний, 

были найдены оценки математического ожидания 

и автокорреляционной функции решения диффе-

ренциального уравнения (1) со случайным коэф-

фициентом :  
 

9 9

9 9

*
4

*
4

, 2,22 %,

, 3,02 %.

p p

p p

m m

R R
 

 

Также были найдены следующие оценки отно-

сительных погрешностей, которые показывают 

влияние на распределение ННЗ по глубине дис-

персии: 

случайного коэффициента s: 
 

9

9 9

9
2

9
2

9
4

4 4

4
0,

4
0,

, 1,56 %,

,

100 % 1,58 %;

p

p p

p
L

p
L

m p

D z m z

D z

m z

     (12) 

 

случайного коэффициента D: 
 

9

9 9

9
4

4 4

, 1,13 %,

, 0,01 %;

p

p p

m p

D m
             (13) 

 

случайного коэффициента : 
 

9

9 9

9
4

4 4

, 1,22 %,

, 14,95 %.

p

p p

m p

D m
           (14) 

 

Из соотношений (12)—(14) видно, что оценки 

относительных погрешностей между 9-м прибли-

жением усредненной случайной функции распре-

деления ННЗ по глубине (ее математическим ожи-

данием) и 9-м приближением функции распреде- 

ления ННЗ по глубине (см. (7)) не превышают пя-

ти процентов, а статистический разброс (среднее 

квадратическое отклонение) распределения ННЗ 

по глубине относительно его усредненного значения 

(математического ожидания) не превышает 15 %. 

Это означает, что данным дисперсиям коэффици-

ентов D,  и s исходной модели соответствует 

сравнительно небольшой разброс (дисперсия) рас-

пределения ННЗ по глубине относительно его ус-

редненного значения, а усредненное значение рас-

пределения ННЗ по глубине будет незначительно 

отличаться от неслучайной функции p(z). 

Результаты статистического анализа модели 

коллективного движения ННЗ в кремнии для вы-

бранных значений электрофизических парамет- 

ров полупроводника представлены на рис. 2, 3.  

На рис. 1 изображено распределение плотности 

потерь энергии световым пучком в кремнии и ре-

зультат его аппроксимации для этой мишени с ис-

пользованием 9 функций Лагерра (формула (5)). 

На рис. 2 изображены средние значения распреде-

ления ННЗ по глубине (математические ожидания) 

при случайном изменении коэффициентов D,   

и s. На рис. 3 показана степень линейной стати-

стической зависимости между сечениями случай-

ной функции распределения ННЗ на глубине z = z1 

и z = z2 при случайных коэффициентах D,  и s, 

соответственно. 
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Рис. 2. Усредненные значения (математические 

 ожидания) распределения ННЗ после их диффузии,  

вычисленные в 9-м приближении при случайном  

изменении D,  и s 
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Рис. 3. Автокорреляционные функции распределений ННЗ 

по глубине, характеризующие линейную статистическую 

связь между сечениями случайной функции распределения 

ННЗ на глубине z = z1 и z = z2, вычисленные  

в 9-м приближении при случайном изменении параметров 

полупроводника: 

а — s; б — D; в —  

Выводы 
 

1. Разработан приближенно-аналитический ме-

тод решения задачи диффузии ННЗ, генерирован-

ных в полупроводниковом материале электромаг-

нитным излучением, позволяющий сравнительно 

просто находить статистические характеристики 

распределения ННЗ после их диффузии в мате-

риале, а именно, математическое ожидание и ав-

токорреляционную функцию. Расчеты учитывают 

случайные изменения электрофизических пара-

метров полупроводника: коэффициента диффузии, 

времени жизни и скорости поверхностной реком-

бинации ННЗ. Разработанный метод использует 

проекционную аппроксимацию модели коллек-

тивного движения ННЗ.  

2. Представленный метод можно считать доста-

точно универсальным, поскольку его применение 

не ограничивается гипотезой о нормальности за-

кона распределения указанных электрофизических 

параметров. Данный метод также можно распро-

странить на любую корректную краевую задачу 

для любого линейного дифференциального урав-

нения в частных производных. 

3. Анализ полученных результатов показал, что 

если в рассмотренной модели монокристалличе-

ского кремния закон распределения электрофизи-

ческих параметров будет близок к нормальному 

усеченному, то величина статистического разбро-

са (среднее квадратическое отклонение) до 100 % 

коэффициента диффузии и скорости поверхност-

ной рекомбинации ННЗ, а времени жизни до 20 % 

относительно их средних значений не приведет к 

значительному (более 15 %) статистическому раз-

бросу распределения ННЗ по глубине относитель-

но его среднего значения. При этом максимум 

разброса распределения ННЗ при случайном из-

менении этих параметров находится вблизи по-

верхности образца. 

 

_________________ 
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