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Отдельные элементы физико-математической модели  
геликонного разряда 

 

В. В. Кузенов, С. В. Рыжков 
 

Построена приближенная математическая модель физических процессов в геликонном 
разряде. Эта модель позволяет найти математические связи между вкладываемой 
мощностью, параметрами плазмы и электромагнитными полями, возбуждаемыми в 
цилиндрически симметричном геликоном разряде. На группе экспериментальных и расчетных 
данных произведена первоначальная верификация отдельных результатов численных 
расчетов, выполненных с использованием разработанной приближенной математической 
модели. 
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Введение 
 

Геликонный разряд — это высокоэффектив-
ный источник плазмы (~ 1013 см3), представляю-
щий собой разновидность индукционного ВЧ-
разряда, помещенного в слабое (50—600 Гс) 
внешнее магнитное поле. В этом случае для созда-
ния высокоэффективного источника ионов частота 
внешнего генератора мощности  и геометриче-
ские размеры (R, L) газоразрядной камеры подби-
раются так, чтобы можно было возбудить в ВЧ-
плазме разряда систему собственных объемных 
колебаний геликонного типа. При этом частота , 
на которой работает внешний генератор мощно-
сти, лежит между электронной H и ионной H 
ларморовскими частотами, т. е.  H <  < H. 

Для нахождения условий возбуждения и 
анализа механизма поглощения волн в геликонных 
источниках ионов необходимо разработать при-
ближенные математические модели и численно 
решить самосогласованную задачу нахождения 
математических связей между вкладываемой 
мощностью, параметрами плазмы и электромаг-
нитными полями, возбуждаемыми в цилиндриче-
ски симметричном ВЧ-источнике плазмы. 

Основными элементами приближенной ма-
тематической модели ВЧ-источника плазмы явля-
ются: 
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 математическая модель, учитывающая 
потери ВЧ-мощности во внешней цепи источни-
ков плазмы (эти потери, при некоторых условиях, 
могут быть значительными) и описывающая меха-
низмы поглощения ВЧ-мощности плазмой, а так-
же физические процессы, сопровождающие взаи-
модействие «электромагнитная волна—плазма»; 

 математическая модель, позволяющая 
находить математические связи между мощностью 
Pгел, вкладываемой в плазму геликонного разряда, 
и теплофизическими параметрами плазмы. 

 
 

Математическая модель  
возбуждения собственных волн в плазме  

геликонного разряда 
 

В данном разделе рассматривается первый 
элемент приближенной математической модели 
ВЧ-источника ионов. Эта математическая модель 
описывает процессы, связанные с поглощением и 
возбуждением объемных собственных волн в 
плазме ВЧ-источника ионов. Введем понятия ги-
рочастоты электронов H и ионов H, а также 
плазменной частоты электронов p и ионов p со-
ответственно (1): 
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где me и Mi — массы электрона и иона соответст-
венно. 
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Иногда формулы (1) записываются через 
нижнюю гибридную частоту 
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и верхнюю гибридную частоту 
 

 1 22 2
ВГ p H     . 

 

Геликонные волны в плазме ВЧ-разряда 
(при наличии внешнего магнитного поля) могут 
иметь место при выполнении для частоты  внеш-
него генератора мощности следующего условия 
[1, 2]: 

 

H HГ H p        . 
 

При математическом описании физических 
процессов в ВЧ-источнике ионов примем, что 
сплошная среда, находящаяся в газоразрядной ка-
мере является низкотемпературной плазмой, в ко-
торой внешнее однородное магнитное поле 
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темы координат. В этом случае тензор диэлектри-

ческой проницаемости плазмы   может быть за-
писан в виде (2) [3, 4]: 
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Компоненты тензора   в случае двухкомпо-
нентной плазмы, состоящей из распределенных по 
Максвеллу электронов и ионов одного сорта, при 
учёте электрон-нейтральных, ион-нейтральных и 
электрон-ионных столкновений в плазме и пре-
небрежении электрон-электронными соударения-
ми задаются формулами: 
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здесь  — частота высокочастотного электромаг-
нитного поля, возникающего в плазме геликонно-
го разряда от антенн различных конфигураций, 
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тронов, 0en Te ionv n V   — частота столкновений  
(с ионизацией) электронов с нейтральными части-
цами, ,ii kv  — средней частоты ион-ионных столк-

новений, n0 — концентрация нейтральных частиц 
в плазме геликонного разряда, ion — дифферен-
циальное сечение ионизации электронами нейтра-
лов, ,ei kv  — средняя частота электрон-ионных 

столкновений (с ионом сорта k) с передачей им-
пульса, ln ei  — кулоновский логарифм, учиты-
вающий взаимодействие электронов и ионов. 

В тензоре (3) диэлектрической проницаемо-

сти плазмы   учтено столкновительное, бесстолк-
новительное (черенковское и циклотронное) по-
глощение электромагнитных волн в плазме. При 
этом экспоненциальные слагаемые описывают по-
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глощение объемных собственных волн в плазме с 
помощью бесстолкновительного механизма Лан-
дау, а остальные слагаемые соответствуют столк-
новительному поглощению электромагнитных 
волн.  

Материальные уравнения плазмы с учетом 
специального вида  диэлектрической проницаемо-

сти плазмы   записываются следующим образом: 
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С учётом материальных уравнений (4) будем 
рассматривать аксиально-симметричный вариант 
уравнений Максвелла: 
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С целью получения аналитического решения 
системы уравнений (5) предположим, что все ко-
эффициенты этой системы близки к постоянным 
величинами, т. е. близки к коэффициентам, рас-
считанным по термодинамическим параметрам 
плазмы, полученным путем усреднения по объему 
газоразрядной камеры геликонного разряда. Упро-
стим вид решения системы уравнений Максвелла, 
взяв только отдельный член ряда Фурье (одномо-
довое приближение) по координате z: 
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Следуя работам [5, 6] можно найти решение 

уравнения (5). Для расчета мощности Wгел, которая 
выделяется в плазме геликонного разряда, следует 
воспользоваться следующей формулой из работы 
[5]: 
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Для описания потерь энергии в антенне ге-
ликонного разряда примем, что мощность ВЧ-ге- 
нератора (обозначаемая Pгел) связана с мощностью, 

выделяемой в антенне 2
.ант эл ц антP I R  и плазме 

геликонного разряда Wгел следующим балансовым 
соотношением: 
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где Rант — активное сопротивление антенны, .эл цI  — 

полный ток, протекающий в электрической цепи 
ВЧ-источника, (B0) — доля энергии, поглощае-
мая плазмой разряда. 

Активное сопротивление антенны определя-
ется на основе соотношения: 
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где Lант — длина антенны вдоль её образующей, 
0 — электропроводность материала антенны яв-
ляется материальной константой,  — классиче-
ская толщина скин-слоя, R — радиус разрядной 
камера геликонного разряда. 

Полное сопротивление антенны должно 
учитывать явление самоиндукции: 
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где Lэф — эквивалентная индуктивность антенны.  
 
 

Приближенная математическая модель  
расчета параметров плазмы  

в геликоном разряде 
 

Рассмотрим второй элемент приближенной 
математической модели ВЧ-источника ионов, ко-
торый позволяет находить математические связи 

 2
.гел эл ц ант гелP I R W    между мощностью Wгел, 

которая вкладывается в плазму геликонного раз-
ряда (Pгел — мощность, подведенная к антенне), и 
теплофизическими параметрами плазмы. 

При построении модели сформулируем сле-
дующие упрощающие предположения [5]: 

 функция распределения электронов по 
энергиям является максвелловской, плазма счита-

ется квазинейтральной  i i eZ n n  ; 
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 скорость движения ионов в направлении 

ортогональном оси симметрии системы i eV V   
совпадает со скоростью движения электронов в 
том же направлении; 

 скорость истечения электронов через 
выходное торцевое отверстие геликонного источ-

ника ионов eV   равна скорости истечения ионов 

e iV V  . 
Уравнение (7) определяет число ионов i-ой 

химической компоненты, появившихся в источни-
ке объемом V и ушедших из объема газоразрядной 
камеры через поверхность площадью Si: 

 

2

,

i
I FP TPa e i e i e

e i e i i i

n
V V v n n v n n v n n

t

S n V S n V


     

   

          

 

  
(7) 

 

где na, ne, ni — концентрация тяжелых частиц сор-
та "a", электронов и ионов, V — объем рабочей 
камеры геликонного источника ионов, 
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ми электронов с нейтральными частицами, ионами 
и равен (без учета дрейфа) диффузионному потоку 
частиц из плазмы. Используя известную связь 
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При этом коэффициент электронной тепло-

проводности e
  в случае замагниченной плазмы 

может быть рассчитан с помощью формул из  ра-
боты [7]: 
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где me — масса электрона, e — заряд электрона,  

с — скорость света в вакууме, e
i

i

n
Z

n
  — средний 

заряд. Время релаксации ea в процессах обмена 
энергией между электронами и тяжелыми части-
цами можно найти на основе выражения: 
 

 1,11 8
,

3
a

ea en
n eea a

v
M


  


  

 

где  1,1
en  — интеграл упругих столкновений элек-

тронов и тяжелых частиц [8]. 

Величина  1,1
en  рассчитывается с помощью 

формулы: 
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При расчете данного интеграла используют-

ся транспортные сечения рассеяния    Q  , зави-

сящие от энергии относительного движения час-
тиц  и определенные экспериментально или 
методами квантовой теории рассеяния: 
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где  — удельная (Дж/кг) энергия относительного 
движения сталкивающихся частиц; Te — темпера-
тура электронов плазмы; a0 — боровский радиус; 
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 
 — длина рассеяния 

электронов, Ik — энергия ионизации атома (моле-
кулы);  — поляризуемость молекулы (атома). 

Рассматриваемая плазма может представ-
лять собой смесь произвольного числа компонент 
веществ сорта k, величину среднего заряда Zk(t) 
которого, будем находить с помощью уравнений, 
приведенных в работе [9]. 

С помощью уравнения (9) можно рассчитать 
баланс электронов, рожденных в источнике объе-
мом V и ушедших из объема на стенки газоразряд-
ной камеры: 
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где Si, Se — площадь поверхности источника, на 
которую могут выпадать электроны;  — потен-

циал плазмы относительно стенок, e iV V   — 
скорость движения электронов на выходе из ис-
точника ионов равна продольной (осевой) скоро-
сти ионов. 

Уравнение (10) определяет число всех "тя-
желых" частиц для произвольного момента време-
ни t: 
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где an  — суммарная плотность тяжелых частиц; 

a iM M , me — масса тяжелых частиц сорта "a" и 
электронов; Ta — температура атомов, fj, gj — объ-
емная и массовая доли j-ой компоненты. 

Прозрачность ионно-оптической системы 
для атомов и ионов может различаться, поэтому 
площади истечения ионов и атомов обозначены в 
уравнении (12), как Si и Sa соответственно. Ско-

рость образования электронов i i a e ionW f n n Z  , 
необходимая при расчете температуры электро- 
нов Te, может быть найдена на основе величины 
скорости ионизации Zion. При этом скорость иони-
зации Zion определяется формулой (11): 
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Для расчета скорости ионизации электрон-
ным ударом используются различные аналитиче-
ские формулы [10].  

Уравнение энергии электронов имеет вид 
(12): 
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где Wгел — ВЧ-мощность, вкладываемая в плазму, 
Ui — потенциал ионизации компонент рабочего 

газа, , ,i возб i a e возб iW f n n Z  — скорость образова-

ния возбужденных частиц i-ой химической компо-

ненты, i i a e ionW f n n Z   — скорость образования 
ионов i-ой химической компоненты.  

Уравнение энергии ионов имеет следующую 
форму: 
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где i
VC  [Дж/(см3К)] — удельная теплоемкость 

всех химических компонент, присутствующих в 
газоразрядной камере геликонного разряда.  

Энергия Qei, передаваемая в единицу време-
ни в единице объема от электронов к ионам, мо-
жет быть рассчитана по формуле: 
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где fk — объемная доля вещества сорта k. 
Доля потерь энергии на излучение атомов Ri 

задается следующей формулой:  
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здесь Ek — энергия возбуждения с "k" уровня. 
Если принять, что все возбужденные части-

цы в объеме V мгновенно девозбуждаются (с ис-
пусканием излучения), а плазма, находящаяся в 
канале геликонного разряда, является оптически 
прозрачной (т. е. выполняется условие, что длина 
пробега кванта излучения v  существенно больше 
любого геометрического размера разрядного кана-
ла v гелL ), то дивергенция излучательного по-
тока энергии может быть оценена [11, 12] с помо-

щью выражения: 44divW T  

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s
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   . Расчет оптических v  

параметров (коэффициента поглощения) рабочих 
сред может выполняться в рамках приближения 
локального термодинамического равновесия и в 
водородоподобном приближении по формуле  
Унзольда-Крамерса [13]. 

В прилегающих непосредственно к диэлек-
трической стенке рабочей камеры геликонного 
разряда слоях плазмы формируется амбиполярный 
поток заряженных частиц, который отрицательно 
заряжает диэлектрическую стенку и направляет 
электрическое поле (формируя потенциал плазмы ) 
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к стенке рабочей камеры. При этом изменение за-
рядового числа Zd относительно стенок рабочей 
камеры определяется балансом потоков электро-
нов Je и ионов Ji [14]: 

Уравнения системы (7)—(13) интегрируются 

по времени t (с пятым порядком точности  5O t ) 

с помощью неявного многостадийного метода 
Рунге—Кутта (позволяющего преодолеть "жест-
кость" системы уравнений, определяющей тепло-
физические характеристики плазмы).  

 
 

Результаты расчета 
 

Приведем отдельные результаты верифика-
ции численных расчетов, которые выполнены на 
основе двух выше разработанных главных элемен-
тах приближенной математической модели индук-
тивного ВЧ-источника плазмы, и набора экспери-
ментальных данных.  

Экспериментальная установка, относящаяся 
к верификационной группе, описана в работе [15]. 
Результаты выполненного сопоставления показа-
ны на рис. 1, а (погрешность экспериментальных 
значений в данном случае составляла величину 
(1015) %). Зондовые измерения, выполненные в 
данной работе при различных режимах работы 
источника, показали, что концентрация электро-

нов в плазме достигала уровня 1310en   см-3,  
а энергия электронов располагалась в диапазоне  
Te = (3—5) эВ. При этом в расчетах, выполненных 
по разработанной математической модели [16], кон-

центрация электронов близка к 130,4 10en    см-3, 
а температура электронов Te = (4,5—5,9) эВ. 

 
 
 

На рис. 1, б показаны расчетные зависи- 
мости температуры электронов T [эВ] от давления 
рабочего газа P [мТорр] в индуктивном ВЧ-ис- 
точнике плазмы (т. е. без внешнего магнитного 
поля). Одна из этих расчетных зависимостей (кри-
вая 1) получена на основе математической модели 
данной работы, а вторая расчетная зависимость 
(кривая 2) взята из работы [17]. При этом кривая 2 
получена на основе расчета, выполненного по ма-
тематической модели для ВЧ-индуктивного ис-
точника аргоновой плазмы с диаметром D = 2R = 
= 46 см и длиной L = 30 см, в диапазоне давлений 
P  (1—100) мТорр.  

Отметим, что для получения необходимых 
для практических работ пространственных рас-
пределений плотностей ионного тока j, температур 

Te, Ti, концентраций электронов en  и ионов in  в 

газоразрядной камере и на выходе из источника 
следует разработать более точные математические 
2D- или 3D-модели ВЧ-источника плазмы. 

 
 

Заключение 
 

Разработана приближенная математическая 
модель физических процессов в геликоном источ-
нике низкотемпературной разреженной плазмы, 
которая позволяет решить самосогласованную за-
дачу нахождения математических связей между 
вкладываемой мощностью, параметрами плазмы и 
электромагнитными полями, возбуждаемыми в 
цилиндрически симметричном ВЧ-источнике 
плазмы. Такие источники могут найти применение 
в различных приложениях [18—21].  
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Рис. 1. Сравнение расчетной (1) и экспериментальной (2) зависимостей от давления Ar: а — плотность ионного тока j;  
б — температура электронов. Рабочая частота антенны 13,56 МГц, Pгел = 0,8 кВт, B = 120 Гс 
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На группе экспериментальных данных про-
изведена первоначальная верификация отдельных 
результатов численных расчетов, выполненных с 
использованием двух основных элементов при-
ближенной математической модели ВЧ-источника 
плазмы. 
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