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Рассмотрены возможности использования нового метода непрерывной аппроксимации 
ступенчатых функций, основанного на использовании тригонометрических выражений в виде 
рекурсивных функций. Расчеты проведены для классической модели диффузии неосновных 
носителей заряда, генерированных широким электронным пучком в двухслойном полупровод-
никовом материале. 
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Введение 
 

Для количественного описания явления 
диффузии неравновесных неосновных носителей 
заряда (ННЗ), генерированных в полупроводнике 
внешним энергетическим воздействием, обычно 
используются следующие два подхода: 

1) модель коллективного движения ННЗ [1, 2], 
согласно которой на диффузию неравновесных 
ННЗ из любого микрообъема полупроводника ока-
зывают влияние другие электроны или дырки из 
других микрообластей материала. Математически 
это выражается в том, что в дифференциальное 
уравнение диффузии в качестве функции генера-
ции ННЗ (обычно записывается в правой части 
дифференциального  уравнения)  входит  функция, 
описывающая зависимость от координат плотно-
сти  ННЗ,  генерируемых  в единицу времени в ми- 
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шени. Эта модель успешно используется для ко-
личественного описания процессов диффузии 
ННЗ, генерированных широким электронным пуч-
ком в однородных полупроводниках, для которых 
правая часть дифференциального уравнения явля-
ется непрерывной функцией от координат. Ис-
пользование широкого электронного пучка позво-
ляет пренебречь краевыми эффектами и решать 
одномерную задачу тепломассопереноса; 

2) модель независимых источников, соглас-
но которой на диффузию неравновесных ННЗ из 
любого микрообъема полупроводника не оказы-
вают влияния другие электроны или дырки из дру-
гих микрообластей материала. Математически это 
выражается в том, что сначала решается уравнение 
диффузии для каждого из точечных источников 
ННЗ, после чего посредством интегрирования по 
объему, занимаемому источниками ННЗ, находит-
ся концентрация ННЗ в полупроводнике в резуль-
тате их диффузии. Идея такого подхода заимство-
вана нами из классической работы [3]. Эта модель 
ранее использовалась для количественного описа-
ния процессов одномерной диффузии ННЗ, гене-
рированных широким электронным пучком в  
неоднородных и многослойных планарных струк-
турах, для которых распределение электрофизиче-
ских параметров материалов по глубине имеет 
точки разрыва первого рода [4, 5]. Так, в работе [4] 
при использовании модели независимых источни-
ков было получено аналитическое выражение для 
расчета распределения ННЗ, генерированных ши-
роким электронным пучком в структуре типа 
“эпитаксиальная пленка-подложка”, созданной на 
базе одного и того же полупроводникового мате-
риала. Использование такой модели мишени по-
зволяет процесс рассеяния электронов пучка в 
многослойных материалах с близкими параметра-
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ми (средним зарядом атомного ядра, и средней 
атомной массой для всех слоёв) описывать анали-
тически как в однородной мишени. Отметим, что 
часто именно такие структуры и используются на 
практике. Расчеты в [4] проводились для параметров, 
характерных для полупроводниковой структуры 
“эпитаксиальная пленка GaAs-монокристалличе- 
ская подложка GaAs” с разным (но одинаковым 
внутри каждого из материалов) уровнем легирова-
ния примесями. В этом случае электрофизические 
параметры в каждом материале постоянны, но раз-
личны, и на границе раздела “пленка-подложка” 
имеют разрыв первого рода. Аналогичные расчёты 
проведены в [5] для более сложной трёхслойной 
структуры. Нами модель независимых источников 
использовалась в задачах математического модели-
рования стохастического явления диффузии ННЗ в 
однородных полупроводниковых материалах [6, 7]. 

В настоящей работе предложена модифика-
ция первой модели, позволяющая использовать её 
для моделирования диффузии ННЗ в двухслойном 
материале. Возможность использования этой  
модели для решения такой задачи появляется,  
если вместо кусочно-постоянных коэффициентов 
(электрофизических параметров) дифференциаль-
ного уравнения диффузии ННЗ использовать их 
новые аппроксимации, основанные на тригоно-
метрических выражениях в виде рекурсивных 
функций [8]. Отметим, что аппроксимирующие 
функции являются непрерывными и аналитиче-
скими, и потому на границе слоев они в большей 
степени, чем ступенчатые функции, соответствуют 
зависимости значений реальных электрофизиче-
ских параметров от координаты [9]. 

 
 

Постановка задачи 
 

Рассмотрим математическую модель диффу-
зии ННЗ в двухмерной полупроводниковой струк-
туре, параметры слоёв которой (средний заряд 
атомного ядра и средняя атомная масса) отлича-
ются незначительно. Такой подход позволяет опи-
сывать процесс рассеяния энергии электронами 
пучка как в однородном материале и не учитывать 
изменение энергии первичных электронов при 
прохождении ими твёрдого тела [10]. В нашей ра-
боте также предполагается, что неравновесная 
электронно-дырочная плазма является квазинейт-
ральной и не учитывается влияние области про-
странственного заряда [11—13] на диффузию  
генерированных электронным пучком неравно-
весных ННЗ. Так делается в известных классиче-
ских [1, 2, 14] и развитых нами моделях [15—17], 
в т. ч. и в моделях, описывающих процесс диффу-
зии генерированных ННЗ [4, 5, 15, 18] и их после-
дующую излучательную рекомбинацию, позво-
ляющую идентифицировать электрофизические 

параметры полупроводниковой мишени  (см., на-
пример, [15, 19—21]). 

В рамках рассматриваемой математической 
модели в случае одномерной диффузии в конеч-
ный полупроводник концентрация ННЗ по глуби-
не находится как решение дифференциального 
уравнения 
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с граничными условиями 
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Для двухслойной структуры обозначим: 
z1 — координата границы раздела двух слоев, D1, 
D2, L1, L2, 1, 2 — коэффициент диффузии, диффу-
зионная длина, время жизни ННЗ соответственно в 
первом и втором слоях, а l — толщина полупро-

водника. При этом 1 1 1L D  , 2 2 2L D  , а 

11 1 1sS L D  , где 
1s

  — скорость поверхностной 

рекомбинации ННЗ в первом материале, плёнке 
(на границе «вакуум-плёнка»), а во втором ма- 
териале (на границе «подложка-вакуум») 

2s   — физически это условие эквивалентно 

тому, что толщина второго слоя (подложки) зна-
чительно больше толщины первого слоя, что 
обычно на практике и реализуется. Функция p(z) 
описывает концентрацию по глубине ННЗ, гене-
рированных внешним энергетическим воздействи-
ем; z — координата, отсчитываемая от плоской 
поверхности вглубь полупроводника. Функция 
(z) — число ННЗ, генерируемых вследствие 
внешнего воздействия в единицу времени в тон-
ком слое мишени на глубине z. Для широкого 
электронного пучка значения (z) могут быть оп-
ределены из соотношения для плотности энергии 
*(z), выделяемой в этом слое мишени в единицу 
времени (делением *(z) на энергию образования 
электронно-дырочной пары); для широкого элек-
тронного пучка справедлива полуэмпирическая 
формула [16]: 
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Здесь E0 — энергия электронного пучка, 
рассеянная в мишени, zms — глубина максималь-
ных потерь энергии первичными электронами, ис-
пытавшими малоугловое рассеяние; zss — глубина 
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максимальных потерь энергии обратно рассеян-
ными электронами;  — коэффициент обратного 
рассеяния электронов зонда. 

В уравнении (1) вместо кусочно-постоянных 
коэффициентов (электрофизических параметров) 
используются их новые аппроксимации, основан-
ные на использовании тригонометрических выра-
жений в виде рекурсивных функций [8]: 
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В качестве начальной функции выбирается 
функция вида f1(z) = exp(1 – (az + b)2) – 1. Из усло-
вия f1(z2) = f1(z3) = 0 находятся a = 2/(z2 – z3);  
b = (z2 + z3)/(z3 – z2). При этих значениях коэффи-
циентов a и b последовательность {fn(z)} сходится 
к ступенчатой функции f(z): 
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Здесь H — высота ступеньки. Тогда ступенчатые 
функции L(z) и (z) со значениями L1, 1 на проме-
жутке [0, z1], и L2, 2 на промежутке [z1, l] можно 
аппроксимировать суммой аналогичных последова-

тельностей:     
2

1
n n i

i
L z f z
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  ,     

2

1
n n i

i
z f z


   .  

В работе [22] была построена модифициро-
ванная модель независимых источников для рас-
чета концентрации ННЗ по глубине однородного 
полупроводника, основанная на использовании 
аппроксимации узкого источника малой ширины 
рекурсивными тригонометрическими функциями. 
Настоящая работа продолжает такие исследования 
и ставит перед собой задачу найти численное ре-
шение p(z) уравнения (1), (2) с использованием 
аппроксимации величин L и , входящих в рас-
сматриваемое уравнение, ступенчатыми функциями 
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2
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i
z f z


   , а также 

проиллюстрировать целесообразность использо-
вания предлагаемого подхода для проведения рас-
четов концентраций ННЗ, генерированных широким 
электронным пучком в двухслойном полупровод-
никовом материале. 

 
 

Обоснование метода.  
Результаты расчетов и их обсуждение 
 

Перейдем к обоснованию метода.  
Из результатов работы [8] следует, что в 

гильбертовых пространствах измеримых функций 
L1 и L2 рассматриваемые в нашей задаче последо-
вательности аппроксимирующих функций Ln(z)  

и n(z) сходятся по норме к исходным функ- 

циям L(z) и (z), т. е.     0n n
L z L z


   и 

    0n n
z z


    . Опираясь на этот резуль-

тат, и переходя от задачи (1), (2) к равносильному 
интегральному уравнению второго рода, легко ус-

тановить, что     0n n
p z p z


    .  

В работе с использованием модели незави-
симых источников получено аналитическое выраже-
ние для функции p(z), наиболее громоздкое, чем 
для решения той же задачи (1), (2) для полубеско-
нечного полупроводника [4]. Запишем выражение 
для концентрации ННЗ p(z, z0), генерированных 
плоским бесконечно тонким источником, находя-
щемся в первом слое на глубине z0 < z1: 
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Получены аналитические выражения для 

констант  0 1, ,i iC C z z Θ , 1,6i  , где 

1 2 1 2 1{ , , , , }L L D D SΘ  — вектор электрофизи-
ческих параметров полупроводника. 

Например, 
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1 2 2 1 2

xp

exp exp 2 .

z L

z L l L z L


 

  

 

 

Аналогичные результаты получены для кон-
центрации ННЗ p(z, z0), генерированных плоским 
бесконечно тонким источником, находящимся во 
втором слое. Затем искомая концентрация ННЗ по 
глубине p(z) вычисляется по следующей формуле: 

 

 0 0
0

( ) , .
l

p z p z z dz    

Численное решение уравнения (1) с гранич-
ными условиями (2) предлагается искать с исполь-
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зованием метода конечных разностей [23]. Для 
этого для рассматриваемой задачи с использова-
нием аппроксимации ступенчатых функций по-
строена разностная схема второго порядка ап-
проксимации на равномерной сетке 

 , 0,..., ,h iD z ih i N h l N    : 
 

0

00 0

22

1 12 2

22
01

0 12 2

2 ,

1 1,

1 ,
2 2

0.

i

i i

n i
i i i

n n

n

nn n

N

hh
p p p

L L

i N

hSh
h p p

LL L

p

 

   
         
 
 

  

   
      
 
 

 

   (3) 

 

Здесь pi — приближенное значение точного реше-

ния p(zi), 
2 2 ( )

in n iL L z , ( )
in n iz   , i = (zi). Сис-

тема (3) решалась методом прогонки. 
На рис. 1 и рис. 2 представлены результаты 

расчетов, проведенные с помощью математиче-
ского пакета Matlab (MathWorks, Inc.) для пара-
метров, характерных для полупроводниковой 
структуры “эпитаксиальная пленка GaAs — моно-
кристаллическая подложка GaAs”. Использованы 
следующие значения параметров: L1 = 0,5 мкм,  
1 = 3,210-9 с, S1 = 50 — для первого материала 
(пленки); L2 = 10 мкм, 2 = 9,510-9 с — для второго 
материала (подложки). Расчёты проведены для 
энергии электронов пучка E0 = 20 кэВ и значении 
z1 = 1,5 мкм. 

 
 

0      0,5       1       1,5      2       2,5       3       3,5      4
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Рис. 1. Аппроксимация диффузионной длины ННЗ, осно-
ванная на использовании тригонометрических выражений 
в виде 5 рекурсивных функций (график отмечен непрерыв-
ной линией) и 11 рекурсивных функций (график отмечен 
пунктирной линией) 

 

0       0,5       1       1,5      2        2,5      3       3,5       4
z, мкм 

p(z), усл. ед.

1,2

1

0,8

0,6

0,4

0,2

0

10-8 

 
 

Рис. 2. Концентрация ННЗ, полученная с использованием  
n = 5 рекурсивных тригонометрических функций (график 
отмечен крестиками), и с использованием n = 11 функций 
(график отмечен непрерывной линией), а также концен-
трация ННЗ, рассчитанная точно аналитически с исполь-
зованием кусочно-постоянных коэффициентов (электро-
физических параметров) дифференциального уравнения 
диффузии ННЗ (график отмечен пунктирной линией) 

 
Получены следующие оценки относитель-

ной погрешности между точным аналитическим 
решением задачи (1), (2) и численным при n = 5: 

 

 
 

0

0

max
100% 9,66%

max

i i
i N

i
i N

p z p

p z
 

 

  
   


. 

 

и n = 11: 
 

 = 0,37 %. 
 
 

Таким образом, при n = 5 видно влияние ап-
проксимаций на результат моделирования, а для  
n = 11 погрешность результатов является доста-
точно малой, что говорит о сходимости исполь-
зуемой аппроксимирующей процедуры.  

На рис. 1 изображена аппроксимация диф-
фузионной длины ННЗ, основанная на использо-
вании тригонометрических выражений в виде 5 
рекурсивных функций (график отмечен непрерыв-
ной линией) и 11 рекурсивных функций (график 
отмечен пунктирной линией). На рис. 2 изображе-
на концентрация ННЗ, полученная с использова-
нием n = 5 рекурсивных тригонометрических 
функций (график отмечен крестиками), и с ис-
пользованием n = 11 функций (график отмечен 
непрерывной линией), а также концентрация ННЗ, 
рассчитанная точно аналитически с использовани-
ем кусочно-постоянных коэффициентов (электро-
физических параметров) дифференциального 
уравнения диффузии ННЗ (график отмечен пунк-
тирной линией). Из рис. 2 видно, что концентрация 
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ННЗ, рассчитанная численно с использованием 11 
функций в выбранном масштабе практически сов-
падает с концентрацией ННЗ, рассчитанной точно 
с использованием аналитических выражений. 

 
 

Заключение 
 

Описанная модель позволяет при сравни-
тельно небольшом количестве рекурсивных функ-
ций (до 11) оценить концентрацию неосновных 
носителей заряда, генерированных широким элек-
тронным пучком в полупроводниковой мишени с 
точностью, достаточной для практического ис-
пользования. Модель позволяет в последующем 
сравнительно легко учесть особенности реальных 
полупроводниковых структур (количество и ха-
рактер слоёв, область пространственного заряда, 
возможно, распределение электронов по энергиям, 
возникающее в процессе взаимодействия первич-
ного пучка с мишенью — и т. п.), что делает её 
перспективной для количественного описания 
процессов одномерной диффузии ННЗ в неодно-
родных и многослойных планарных структурах. 
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