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Мнимая фаза излучения и доплеровские частоты  
 

Б. В. Мелкумян 
 

Обсуждается обнаруженное ранее комплексное изменение фазы излучения в ускоренно дви-
жущемся линейном лазерном резонаторе с неподвижными друг относительно друга элемен-
тами обрамления. Показано, что переменная мнимая фаза излучения не зависит от показа-
теля преломления однородной среды, заполняющей ускоренный лазерный резонатор с 
неизменной структурой фазы. Рассмотрена фаза излучения в пределе постоянной скорости 
движения собственной системы отсчёта излучателя (резонатора). Из закона сохранения 
энергии при равномерном перемещении (в операторном виде) получено, что фаза излучения 
инвариантна величине скорости. Получено, что зависимость частоты излучения от посто-
янной скорости резонатора является доплеровской в различных инерциальных системах от-
счёта. Так, из закона сохранения энергии можно получить постоянную фазовую скорость све-
та для любых собственных инерциальных систем. 
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Введение 
 

Данная работа продолжает теоретическое 
обоснование динамического изменения моды из-
лучения линейного лазерного резонатора при его 
ускоренном движении. Ранее наблюдалось изме-
нение интенсивности излучения и появление до-
полнительных (не дифракционных) пучков при 
движении резонатора [1—3], были созданы прото-
типы автономного резонаторного датчика (АРД) 
ускоренного движения объекта [4—8].  

Цель работы — определение условий и пре-
делов существования динамического изменения 
моды излучения, в том числе: определение влия-
ния однородной среды; определение фазы в пре-
деле постоянной скорости движения и влияние 
скорости на частоту излучения в различных сис-
темах отсчёта.  

Принимаем, что среда в резонаторе однород-
ная, электронейтральная, с постоянными диэлектри-
ческой и магнитной проницаемостями (;  = const). 

Мы рассматриваем линейный лазерный ре-
зонатор из жёстких элементов, неподвижных друг 
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относительно друга при движении. Считаем, что 
для подобной системы выполняются преобразова-
ния Галилея [9] для времени и координат. 

После замены переменных и оператора в 
волновом уравнении для излучения [10], уравне-
ние примет, согласно [11], следующий вид для фа-
зы поля  в ускоренном резонаторе: 

 

  
2

0 02
.t

tc

         

S              (1) 

 

Уравнение (1) записано относительно собст-
венной системы отсчёта резонатора, но через пе-
ременные величины системы инерциального на-
блюдателя. 

 
 

Преобразования действия и энергии 
 

Уравнение (1) содержит несколько неиз-
вестных функций. Поэтому для определения зави-
симости фазы  от вектора перемещения необхо-
димо использовать три уравнения связи фазы и 
координат вектора перемещения. Первое дополни-
тельное уравнение: 

 

  0
ˆ ˆ ˆ .E E t  S P                                (2) 

 

В (2) операторы Ê  и 0Ê  определяют энер-
гию электромагнитного поля в неравномерно дви-
жущемся резонаторе и в системе инерциального 

наблюдателя соответственно, P̂  — оператор им-
пульса в собственной системе отсчёта резонатора.  
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Впервые уравнение (2), но не в операторном 
виде, а как функциональное соотношение, пред-
ложили применить для анализа явлений в кольце-
вом лазере в работах [12, 13], но практических ре-
зультатов там получено не было. 

Второе уравнение связи для преобразования 
величины действия [14]: 

 

      A ; A 0; .t t   r r S P               (3) 

 

В (3) функция A(t; r) — это действие излу-
чения в собственной системе отсчёта при её не-
равномерном движении, A(0; r) — действие излу-
чения в начальный момент времени, до 
перемещения (t = 0), остальные обозначения — 
как в (2).  

Общие собственные функции уравнений (1), 
(2) и (3) ищем в виде векторов напряжённости 
электрического поля с фазой (t; r). Для этих 
функций уравнение (2) примет вид: 

 

       0; ; ; .t t t     r S r r
             (4) 

 

Так же, в единицах ћ, соотношение (3) при-
мет вид уравнения:  

 

        0; 0; ; .t t t   


r r S r          (5) 

 

Из (1), (4) и (5) мы далее получим уравнение 
состояния излучения ускоренного резонатора 
(уравнение движения излучения).  

 
 

Однородная среда 
 
Получим уравнение состояния излучения 

ускоренного резонатора в однородной среде. Для 
этого, с учётом (4) для положительных волн (E+), 
преобразуем (1): 
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       (6) 

 

или, раскрыв квадратные скобки в правой части 
(6), приведём его к виду 

 
    

0 02

2
0 02 .

c


       
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S
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              (7) 

 

В (7) избавимся от коэффициента  2/ c , опре-

деляющего зависимость фазы от однородной сре-
ды. Заменим фазу в правой части (7), в слагаемом 

 0 
S , на величину (5), а первую частную 

производную фазы по времени в слагаемом 

 02   
 S  — на величину из (4). Получим соот-

ношение, эквивалентное (1), (4) и (5), преобразо-
вав (7) и сгруппировав, справа в (7), слагаемые с 
лапласианом: 
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       (8) 

 

Во втором слагаемом правой части (8) пре-
образуем коэффициент при лапласиане. Здесь да-
лее S — модуль вектора S. Приравняв лапласианы 
в (8) и (1), получим уравнение: 
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Сократив коэффициенты и сгруппировав слагае-
мые в (9), приходим, как и в [15—17], к следую-
щему уравнению: 
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          (10) 

 

Как видим, в уравнении движения излуче-
ния (10) не осталось зависимости от однородного 

показателя преломления света  n    и фазо-

вой скорости света в среде. 
 
 

Фаза излучения и доплеровские частоты 
 
Получим из уравнения (4), что фаза Ф(t; r) 

остаётся неизменной в собственной системе от-
счёта, движущейся со скоростью (v = const) отно-
сительно инерциальной системы, и равной фазе 
Ф(t; r0) того же излучения в неподвижной инерци-
альной системе. 

Радиус-векторы r(x; y; z) и r0(x; y; z) для 
одной и той же точки пространства относительно 
собственной системы отсчёта и неподвижной сис-
темы отсчёта инерциального наблюдателя соот-
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ветственно связаны с постоянной скоростью v 
следующим соотношением: 

 

r = r0 + v·t;                            (11) 
 

если резонатор с излучением движется по направ-
лению к неподвижному наблюдателю, и  

 

r = r0 – v·t;                             (12) 
 

если резонатор с излучением движется по направ-
лению от неподвижного наблюдателя. 

Уравнение (4) при постоянной скорости до-
пускает разделение переменных в виде: 

 

     
       

0 0 0; ;

.t x y z

t t t

t t x y z
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r r
      (13) 

 

Используя (4), уравнение для Θ(t; r), с учё-
том соотношения (13), можно привести к виду: 

 

   
   

/ /

/ / ,

t x x

y y z z

t t x x

y y z z

      
       

      (14) 

 

где координаты вектора скорости удовлетворяют 
условию:  

 

 22 2 2 .x y z      v                     (15) 
 

Разделительные постоянные для (14) при (v 
= const) определяются из (16) и (17): 

 
ξ = Θt(t)/t = (k·v);                       (16) 

 
ξa = – νa·Θa(a)/a = ka·va;                (17) 

 
где:  a = x; y; z.   

 

Постоянные (ξx; ξy; ξz и ξ) связаны, учитывая 
(14), (16) и (17), в виде суммы: 

 
ξ = ξx + ξy + ξz = kx·vx + ky·vy + kz·vz = (k·v).    (18) 

 
Здесь есть два случая: когда резонатор с излучени-
ем движется к неподвижному наблюдателю и ко-
гда он (источник излучения) движется от непод-
вижного наблюдателя. В обоих случаях волновой 
вектор k направлен от источника излучения к не-
подвижному наблюдателю, который должен при-
нять излучение для определения частоты. 

В первом случае, с учётом соотношений (16) 
и (17), разделительная постоянная величина ξ > 0; 
а полная фаза (13), измеренная для собственной 
частоты ω в движущейся системе, выраженная в 
координатах неподвижного наблюдателя, равна 
следующему значению: 
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r k v k r

k v k r k r
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Согласно соотношениям (19), частота излу-
чения источника, движущегося к неподвижному 
наблюдателю, равна доплеровской частоте «сине-
го смещения»: 

 

ω+0 = ω + (k·v).                       (20) 
 

Вместе с тем, в первом случае полная фаза, 
измеренная неподвижным наблюдателем для час-
тоты излучения ω+0 в координатах движущейся 
системы, равна полной фазе, измеренной, согласно 
соотношению (13), с учётом (11) и (17), в виде ве-
личины: 
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      (21) 

 

Поэтому полная фаза излучения резонатора 
не зависит, согласно (21), от выбора инерциальной 
системы отсчёта. 

Во втором случае, когда резонатор с излуче-
нием движется от неподвижного наблюдателя, 
разделительная постоянная ξ < 0; а полная фаза 
для собственной частоты ω в движущейся системе, 
выраженная в координатах неподвижного наблю-
дателя, равна величине: 
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Согласно соотношениям (22), частота излу-
чения источника, движущегося от неподвижного 
наблюдателя, равна доплеровской частоте «крас-
ного смещения»: 

 

-0 =  – (kv).                        (23) 
 

Вместе с тем, во втором случае получим, анало-
гично (21) для фазы, измеренной неподвижным 
наблюдателем, следующее соотношение:  
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      (24) 

 

Поэтому и здесь, как и в (21), полная фаза 
излучения резонатора не зависит, согласно (24), от 
выбора инерциальной системы отсчёта. Собствен-
ная частота также не меняется.  
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Заключение 
 

Основные результаты работы можно сфор-
мулировать следующим образом. 

1. Рассмотрено изменение состояния излу-
чения в равноускоренном резонаторе. 

2. Мнимая фаза излучения не зависит от по-
казателя преломления однородной среды, запол-
няющей ускоренный лазерный резонатор с неиз-
менной структурой фазы. 

3. Из закона сохранения энергии при равно-
мерном перемещении в операторном виде получе-
но, что фаза излучения инвариантна величине ско-
рости. Так, из закона сохранения энергии, можно 
получить постоянную фазовую скорость света для 
инерциальных систем. 
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We discuss the previously observed complex radiation phase changing in irregular moving linear laser 
resonator with fixed relative to each other elements of the frame. It is shown that the variable imagi-
nary phase of radiation does not depend on the refractive index of the homogeneous medium filling ac-
celerated laser resonator with a constant phase structure. We consider the phase of the radiation in the 
limit of constant moving velocity of its own frame of reference of the radiation source (resonator). It is 
derived from the law of conservation of energy for a regular movement (in the operator form) that 
phase of radiation is invariant to the movement velocity. We proved that radiation frequency depend-
ence from the resonator constant velocity is Doppler. So we get constant phase velocity of light in any of 
its own inertial systems derived from the law of conservation of energy for a regular movement in the 
operator form. 
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