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О спектрах случайных процессов  
 

Б. И. Якубович 
 
Вычисляются спектры случайных процессов, использующихся при описании многих физиче-
ских явлений. Вычислен спектр суммы случайного числа случайных величин. Вычислен спектр 
случайной последовательности импульсов со статистически связанными амплитудой и дли-
тельностью импульса. Получены выражения общего вида для спектров рассмотренных про-
цессов. Данные результаты могут быть использованы при анализе спектров физических про-
цессов различной природы, для описания которых применяются рассмотренные случайные 
процессы. Из полученных выражений общего вида, переходя к частным случаям, можно непо-
средственно определить спектры конкретных физических процессов. Полученные результа-
ты могут быть применены в различных областях физики при решении как фундаменталь-
ных, так и прикладных задач. 
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Введение 
 
Многие физические процессы, наблюдаю-

щиеся в объектах различной природы и относя-
щиеся к различным областям физики, представ-
ляют собой стохастические процессы [1—5]. 
Важной и во многом определяющей характери-
стикой стохастического процесса является его 
спектр. При решении многочисленных физических 
задач, как фундаментальных, так и прикладных, 
необходимо вычислять спектры случайных про-
цессов (с непрерывным временем и дискретным 
временем). В связи с этим представляется целесо-
образным вычислить в достаточно общем виде 
спектры наиболее значительных случайных про-
цессов, часто встречающихся при решении раз-
личных физических задач. Полученные решения 
общего вида могли бы быть использованы в мно-
гочисленных частных случаях для непосредствен-
ного определения спектров процессов при изуче-
нии физических явлений различной природы. 
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Рассмотрим следующие случайные процес-
сы. При теоретическом анализе физических про-
цессов нередко приходится проводить суммирова-
ние случайного числа случайных величин. Такая 
задача рассматривается давно. Математическое 
ожидание суммы случайного числа случайных ве-
личин впервые вычислено в [6]. В более общем 
виде этот вопрос решен в [7]. Позднее вычисля-
лись моменты более высокого порядка. В данной 
статье вычисляется спектр суммы случайного чис-
ла случайных величин. 

Многие физические процессы имеют вид 
случайной последовательности импульсов [8—10]. 
В значительном числе случаев имеется корреляция 
между амплитудой и длительностью импульса. 
Характер статистической связи определяется кон-
кретным типом процесса. Представляется целесо-
образным вычисление спектра случайного им-
пульсного процесса со статистически связанными 
амплитудой и длительностью импульса при задан-
ной в общем виде статистической связи. Такая за-
дача решается в данной статье. 

 
 

Сумма случайного числа случайных величин 
 

Рассматриваем сумму случайного числа 
случайных величин. Имеется случайное число aN  
взаимно независимых одинаково распределенных 
случайных величин 1, ...,

aNN N . Сумму случайных 
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величин 'N  в момент времени t  запишем в сле-
дующем виде: 

 

( )

1
'( ) ( ( )).

a aN N t

i i
i

N t N N t
 


                  (1) 

 

Здесь ( )i iN N t     — значение случайной 

величины с номером i  в момент времени t , где 

iN   — среднее значение случайной величины; 

( )a aN N t     — число случайных величин в мо-

мент времени t , где aN   — среднее число слу-
чайных величин. Вычислим корреляционную 
функцию суммы случайного числа случайных ве-
личин ' ( )NB  : 

 

' ( ) '( ) '( ) '( ) '( ) .NB N t N t N t N t               (2) 
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 

         

       

      

     (3) 

 

здесь учтено, что случайные величины распределе-
ны одинаково и что ( ) 0iN t   , ( ) 0jN t     , 

( ) 0aN t   , ( ) 0aN t     . Рассмотрим практи-
чески важный для физики случай, когда характе-
ристические времена изменения числа случайных 
величин много больше характеристических вре-
мен изменения значений случайных величин.  
Тогда учитывая, что случайные величины взаимно 
независимы, получаем следующее выражение: 

 

2 2

2

'( ) '( )

( ) ( ) ( ) ( ) .

a

a a a

N t N t N N

N N t N t N N t N t

         

             
 (4) 

 

Поскольку 
 

2 2'( ) '( ) ,aN t N t N N                         (5) 
 

то имеем соотношение: 
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' ( ) ( ) ( )

( ) ( ) .
N a a

a

B N N t N t

N N t N t

         
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            (6) 

 

Вводя обозначения 
 

( ) ( ) ( ) ,
aN a aB N t N t                   (7) 

 

( ) ( ) ( ) ,NB N t N t                       (8) 
 

получаем выражение для корреляционной функ-
ции 

 

2
' ( ) ( ) ( ).

aN N a NB N B N B                   (9) 

Отметим, что в частном случае, когда 0 , 
данное выражение переходит в известную форму-
лу для дисперсии 

 
2

' .
aN N a ND N D N D                    (10) 

 

Применяя теорему Винера-Хинчина, связы-
вающую спектр с корреляционной функцией: 

 

1
( ) ( ) ,

2
iS B e d


 


   

                (11) 

 

получаем из (9) следующую формулу: 
 

2
' ( ) ( ) ( ).

aN N a NS f N S f N S f             (12) 

 

Таким образом, вычислен спектр суммы 
случайного числа случайных величин. Полученное 
выражение (12) является достаточно общим, так 
как не наложено ограничений на вид распределе-
ний случайных величин. 

 
 

Случайная последовательность 
 импульсов 

 
Вычислим спектр случайной последователь-

ности импульсов. Рассматриваем весьма общий 
случай: распределения параметров импульса зада-
ны в общем виде, амплитуда и длительность им-
пульса статистически связаны, статистическая 
связь задана в общем виде. Считаем, что рассмат-
риваемый стохастический процесс стационарен. 
Случайную последовательность импульсов запи-
шем следующим образом: 

 

1 1 1 1
1

( ) ( ... , ),
n

j j j j
j

X t A x t  


             (13) 

 

где x(t) — функция, описывающая форму импуль-
са, А — амплитуда,   — длительность импульса, 
  — временной интервал между импульсами. 
Проведем преобразование Фурье случайной по-
следовательности импульсов: 
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где 
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Тогда 
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В соответствии с указанными выше стати-
стическими связями в рассматриваемой последо-
вательности импульсов, рассчитываем среднее по 

ансамблю 
2

( )F f  : 
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Вычисляем спектральную плотность слу-
чайной последовательности импульсов, опреде-
ляемую соотношением 

 
2

( )
( ) lim .

T

F f
S f

T

 
                   (18) 

 

Учитывая стационарность рассматриваемого 
стохастического импульсного процесса, получаем 
следующее выражение: 
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где lim
T

n

T
   — среднее число импульсов в еди-

ницу времени. Полученная формула (19) описыва-
ет спектр случайной последовательности импуль-
сов в весьма общем случае. Импульсы имеют 
произвольную форму. Распределения параметров 
импульсов заданы в общем виде. Амплитуда и 
длительность импульса статистически связаны. 
Статистическая связь задана в общем виде. Задан-
ная в столь общем виде случайная последователь-
ность импульсов в различных частных случаях  
 

применима для описания многочисленных физи-
ческих процессов. Соответственно из полученной 
общей формулы (19) легко определить в частных 
случаях выражения для спектров, описывающие 
конкретные физические процессы. Для этого дос-
таточно задать форму импульсов, распределения 
параметров импульсов и вид статистической связи. 

 
 

Заключение 
 

В данной статье вычислены в достаточно 
общем виде спектры случайных процессов, широ-
ко применяющихся при решении различных физи-
ческих задач. Вычислен спектр суммы случайного 
числа случайных величин. Вычислен спектр слу-
чайной последовательности импульсов при стати-
стической связи амплитуды и длительности им-
пульса, заданной в общем виде. Полученные 
результаты могут быть использованы при изуче-
нии физических явлений различной природы, для 
описания которых применяются рассмотренные 
случайные процессы. Из найденных решений об-
щего вида в многочисленных частных случаях мо-
гут быть непосредственно определены спектры 
конкретных физических процессов. Полученные 
решения могут быть эффективно применены в 
разных областях физики при проведении как фун-
даментальных, так и прикладных исследований. 
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Spectra of random processes which are used at the description of many physical phenomena are calcu-
lated. The spectrum of sum of random number of random values is calculated. The spectrum of random 
sequence of pulses with statistically connected amplitude and duration of pulse is calculated. Expres-
sions of general form for spectra of considered processes are obtained. These results can be used in the 
analysis of spectra of physical processes of various nature when considered random processes are ap-
plied to their description. From obtained expressions of general form, passing to special cases, it is pos-
sible to define spectra of concrete physical processes immediately. The obtained results can be applied 
in various fields of physics at the solution of both fundamental, and applied tasks. 
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