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Интенсивность, вектор излучения и волновой вектор моды  
ускоренного резонатора 

 
Б. В. Мелкумян 

 
Обсуждается вклад каждого параметра в комплексное изменение фазы и интенсивность из-
лучения ускоренного резонатора с неподвижным содержимым. Получено условие синхронизма 
для интерферирующих рукавов излучения неравномерно движущегося источника. Получено, 
что при интерференции двух полей с комплексными фазами интерференционный член мо-
жет превышать интенсивность исходного луча в восемь раз. Представлена связь между вве-
дённым в наших работах вектором излучения и волновым вектором. Показано, что вектор 
излучения, определяющий собственные значения пространственной задачи, кратен волновому 
вектору при наличии граничных условий вдоль лишь одной координаты, когда боковые гранич-
ные условия не определены (например, в двухзеркальном резонаторе с плоским волновым 
фронтом). 
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Введение 
 
Мы продолжаем исследования новых опти-

ческих явлений, определяющих динамическое из-
менение фазы (или моды) лазерного излучения 
[1—13]. В настоящей работе рассмотрена интен-
сивность излучения ускоренного лазерного резо-
натора при мнимых собственных значениях частот 
и связь вектора излучения с волновым вектором.  

 
 

Постановка задачи 
 
Как и ранее, мы предположили, что нерав-

номерное движение источника света приводит к 
появлению у поля излучения в собственной систе-
ме отсчёта комплексной фазы, определяемой ус-
корением источника и параметрами фазовой 
структуры источника, так как наблюдалось изме-
нение интенсивности излучения и появление до-
полнительных недифракционных пучков при дви- 
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жении резонатора излучения. Предположение 
подтвердилось экспериментально и теоретически 
[1—13].  

 
 
Уравнение состояния излучения  

в ускоренном резонаторе 
 
Для жёсткого неравномерно движущегося 

резонатора вектор S


(t) перемещения резонатора 
как целого и его производные не зависят от точки 
пространства. Здесь и далее одна (или две) точки 
над вектором перемещения, означают полную 
первую (или вторую) производную по времени.  
В остальных случаях для фазы Φ(t; r


) и частоты 

ω(t; r


) точки над скалярными функциями обозна-
чают частные производные по времени.  

В [8—10] получено неоднородное уравнение 
фазы в равноускоренном резонаторе: 

 

2 2
0

0 0

3
( ; ) ( ; )

2

( ) ( ) (0; ).

t r a t t r

a t a r

      
 

      

 

   
            (1) 

 
В (1) использованы величины: Φ(t; r


) — 

комплексная фаза излучения; ω(t; r


) — ком-
плексная частота излучения в собственной систе-
ме отсчёта резонатора; (a) — модуль постоянного 
ускорения; Ф(0; r


) — распределение фазы в на-



Прикладная физика, 2016, № 4 
 

11

чальный (t = 0) момент времени. Решение уравне-
ния (1) искали, как сумму общего решения  
Φ0(t; r


) однородного уравнения 

 

0 2 2 0
0

3
( ; ) ( ; ) 0

2
t r a t t r

      
 

             (2) 

 

и частного решения ( ; )t r
  уравнения (1) для фа-

зы излучения в ускоренном резонаторе. 
Уравнение (2) допускает разделение пере-

менных. Его решение ищем в виде:  
 

0 ( ; ) ( ) ( ).t r T t V r  
 

                      (3) 
 

Подставив (3) в (2), получим после разделе-
ния переменных соотношение: 

 

2 2 0
2

( )2 ( ) 1
;

3 ( ) ( )

V rT t
a t

T t V r
  

   



                (4) 

 

где введена разделительная постоянная (Λ = const). 
Из (4) получаем два обыкновенных дифференци-
альных уравнения от (t) и ( r


) для функций T(t) 

и·V( r


) соответственно: 
 

2 2

2

3
( ) ( ) 0;

2

a t
T t T t  


                        (5) 

 

0 2

1
( ) ( ) 0.V r V r  


 

                       (6) 

 

Здесь (6) — уравнение Гельмгольца, а (5) — 
уравнение для функций Бесселя с дробным индек-
сом, как в [14]. Конечное в нуле решение для (5) 
имеет вид: 

 

2 2

1/4 2

3
( ) .

2 2t
a t

T t C t J
            

             (7) 

 

В формуле (7), с учётом размерности, неза-
висимую от времени константу Ct примем равной 
значению: 

 

1/41/2
3

.
2 2t

a
C

            


               (8) 

 

С учётом (8), решение уравнения (5) для по-
стоянного ускорения примет вид:  

 

2 2
1/4( ) ( ).T t t J t                      (9) 

 

При решении уравнения для пространствен-
ной части введённую ранее константу Λ опреде-
лим через разделительные постоянные величины 
уравнений (4):  

 

2 2 2 2

1 1 1 1
const.

x y z

   
   

         (10) 

 

«Вектор излучения», введённый в [5—8], 
имеет квадрат модуля, равный (10). Он перпенди-
кулярен линиям генерации излучения [10] уско-
ренного резонатора и равен выражению: 

 

1 1 1
; ; .

x y z

         


                     (11) 

 

Можно показать, что каждое движение с по-
стоянным ускорением ( )a


 определяет соответст-

вующий вектор излучения ( )


. Решения уравне-
ния (1) для фазы получены в [13]: 
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                       





    

 
 sin( ).r 

 
         (12) 

 
В формулах (12) функция T(t) — это вре-

менная часть решения (9) для однородного урав-
нения (2). Индексы в величинах 1;2 ( ; )t r


 соот-

ветствуют двум разрешённым направлениям 
излучения для каждой моды линейного резонато-
ра, а 


 — это вектор излучения, который опреде-

ляется собственными значениями уравнения (6). 
Выразив функцию Бесселя с нулевым ин-

дексом в виде ряда: 
 

2

0 0;
0 0

( 1)
2

( ) ( );
! ( 1)

k
k

k
k k

z

J z j z
k k

 

 

    
  

 
            (13) 

 
увидим, что величина 0;mj   в (12) равна члену ря-

да в правой части (13) при 
2 2
0

2

v t
z

 
  

 
. 
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Экспериментально обнаруженные и теоре-
тически обоснованные явления динамического 
изменения моды света имеют трёхмерный харак-
тер и позволяют измерять линейное ускорение 
объекта относительно инерциальной системы от-
счёта [11, 12]. 

 
 

Интенсивность при интерференции  
излучения с комплексной фазой 

 

Формулы (12) определяют фазу для вектора 
напряжённости электромагнитного поля. Полу-
ченные решения могут быть записаны коротко, в 
виде комплексных чисел: 

 

1;2 0(1;2) 1;2( ; ) ( ; ).t r i t r   
 

            (14) 
 

С учётом (14), вектор напряжённости поля 
[15] содержит зависимость от ускорения в виде 

вещественного множителя ( )e : 
 

0(1;2) 1;2( ; ) ( ; )
1;2 0(1;2) .

i t r t r
e e
   E E

  
          (15) 

 

Согласно (12), зависимость от ускорения 
есть и в действительной части фазы. Она содер-

жится в величинах 0v  и ( )S t


. Но можно показать, 
что интенсивность излучения зависит от ускоре-
ния только через величину ( ; )t r


. 

Интенсивность излучения ( ; )I t r


 есть ус-
реднённая за время измерения плотность мощно-
сти излучения [16] в данной точке и в данный мо-
мент времени. Она равна величине: 

 

0 0* 2
0

2
0

( )

,

i iI e e e e

I e

    

 

            

   

E E E
  

 (16) 

 

где звёздочка обозначает комплексно сопряжён-
ную величину, а амплитуда интенсивности равна 
значению: 

2
0 0( ) .I   E


                          (17) 

 

Для поля влияние ускорения системы на ин-
тенсивность этого поля сводится к вещественному 

множителю 2 ( ; )t re  


, как справа в (16). При дос-
таточно чувствительном фотодетекторе (ток 3— 
20 нА; 0,1 мВ на выходе фотодиода) он надёжно 
измеряется [11, 12].  

Как и с вещественной фазой, для примене-
ния в измерительных приборах «двухлучевая ин-
терференция» предпочтительнее. Для двух векто-

ров 1E


 и 2E


 в точке ( ; )t r


 ускоренного 
резонатора, согласно принципу суперпозиции [16], 
суммарное поле равно 

01 1

02 2

( ; ) ( ; )
1 2 01

( ; ) ( ; )
02 .

i t r t r

i t r t r

e e

e e

 

 

     

  

E E E E

E

 

 

   

        (18) 

 
Интенсивность суммарного комплексного 

поля (18), с учётом (16), равна  
 

01 021 2

01 021 2

01 02

01 02

( )

( ) ,

i i

i i

I e e e e

e e e e

  

    

   

  

E E

E E

 

         (19) 

 
или примет вид 

 

1 2

1 2

2 2
01 02

( )
01 02 01 022 cos( );

I I e I e

I I e

   

  

        

        
     (20) 

 
где 

2
0 0( ) , ( 1; 2).i iI i   E


                   (21) 

 
Разложим в (20) экспоненциальные множи-

тели от 1;2 . В первом приближении получим 
 

01 1 02 2

01 02 1 2 01 02

(1 2 ) (1 2 )

2 [1 ( )] cos( ).

I I I

I I

      

        
   (22) 

 

При одинаковых амплитудах интерфери-
рующих лучей, когда ( 02 01I I ), формула (22) 
примет удобный вид: 

 

01 1 2 01 022 [1 ( )][1 cos( )].I I            (23) 
 

Формула (23) позволяет исследовать усло-
вия оптимальных соотношений межу векторами 
излучения интерферирующих лучей для практиче-
ских применений. 

 
 

Условие синхронизма  
для векторов излучения 

 
Запишем мнимые части фаз (12) для дина-

мически интерферирующих лучей в виде выраже-
ния:  

1;2 1;2 1;2( ) sin( ).t r     
 

               (24) 
 

Преобразуем при равных временных частях 
фазы (24), когда 2 1( ( ) ( ))t t   , в точке ( )r


 резо-

натора сумму мнимых фаз двух лучей в (23) сле-
дующим образом: 

 

1 2 1 1 2

1 2 1 2
1

( ) sin( ) sin( )

( ) ( )
2 ( )sin cos .

2 2

t r r

t r r

         
           

  

  

 
     (25) 
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При равных векторах излучения 2 1( )  
 

, с 
учётом (25), величина (23) примет вид 

 

 
0 1 1

01 02

2 1 2 ( )sin( )

1 cos( ) .

I I t r      
   

 
               (26) 

 

Разделим в (26) справа, при равных ампли-
тудах, интенсивность обычной интерференции и 
изменение интенсивности с комплексной фазой 
следующим образом: 

 

01 01 02

01 1 1 01 02

2 [1 cos( )]

4 ( )sin( )[1 cos( )].

I I

I t r

    

     
         (27) 

 

Как видим из (27), при равных векторах из-
лучения 2 1( )  

 
, для равных фаз 01 02( )  , 

изменение интенсивности ( )I  интерференцион-
ной картины за счёт комплексной фазы может 
превышать интенсивность одного исходного луча 
в восемь раз: 

 

01 1 18 ( ; )sin( ).I I a t r    
 

               (28) 
 
 
Вектор излучения и волновой вектор 
 
Собственные значения вектора излучения 


 

(его координат) определяются нулевыми гранич-
ными условиями на границах резонатора. В пря-
моугольном резонаторе x y zd d d   точки на стен-

ках резонатора определяются координатами 

; ;
2 2 2

yx z
dd d 

   
 

. Для фазы излучения на стен-

ках должны соответственно выполняться гранич-
ные условия: 

 

; ; ; ;
2 2

; ; 0.
2

yx

z

dd
y z x z

d
x y

         
   

     
 

       (29) 

 
Скалярные произведения в пространствен-

ных частях (12) для координат точки ст ст ст( ; ; )x y z  
на стенках резонатора должны обеспечивать усло-
вия (29) и быть равными 

 

ст ст ст 0( ) .x y zx y z a k         
 

       (30) 

 
Для каждого слагаемого в левой части (30), с 

учётом целых значений k0; kx; ky; kz, справедливы 
равенства: 

ст( ) ;x xx k     

ст( ) ;y yy k     

 ст( ) ;z zz k                           (31) 
 

причём должно выполняться условие: 
 

0 .x y zk k k k                        (32) 
 

В граничных точках на координатных осях 
резонатора условия (31) имеют вид 

 

;
2
x

x x
d

k
     
 

 

;
2
y

y y

d
k

 
    

 
 

.
2
z

z z
d

k
     
 

                     (33) 

 

Для координат (11) вектора излучения полу-
чим из (33) собственные значения: 

 

21
;x

x
x x

k

d


  


   

21
;y

y
y y

k

d


  


    

21
.z

z
z z

k

d


  


                     (34) 

 

Определим связь между вектором излучения 
и волновым вектором для плоской волны, распро-
страняющейся вдоль орта ŷ  оси Y. Размер резона-
тора вдоль каждой из боковых осей примем бес-
конечным (dx = ∞; dz = ∞), а вдоль орта ŷ  — 
конечным (dy). Тогда собственные значения (34) 
примут вид: 

 

0;x z        

2
.y

y
y

k

d


                            (35) 

 

Для стоячей волны условие (29) автоматиче-
ски выполняется вдоль Y, так как справедливо ут-
верждение: 

 

2
sin 0 0 0.

2
y y

y

k d
x z

d

 
       

 
             (36) 

 
Рассмотрим условие периодичности для 

процесса с длиной волны  в виде: 
 

( ; ; ; ) ( ; ; ( ); ).t x y z t x y x               (37) 
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Тогда для пространственных частей из (37) 
следует условие  

 

2
sin 0 0

2
sin 0 ( ) 0 ,

y

y

y

y

k
x y z

d

k
x y z

d

 
       

 
 

         
 

        (38) 

 

или 
 

2 2 2
sin sin cos

2 2
sin cos ,

y y y

y y y

y y

y y

k k k
y y

d d d

k k
y

d d

       
                

     
    

         
   

 (39) 

 

которое выполняется при: 
2

cos 1y

y

k

d

 
   

 
; 

2
2y

y

k
l

d


   ; (здесь l — целое). Из (37—39) сле-

дует, что для плоской волны вектор излучения 


 
кратен волновому вектору, что можно записать 
следующим образом:  

 
2 2

ˆ ˆ ˆ .y
l

y y y l
 

        
 


              (40) 

 
Таким образом, из (37) следует, что импульс 

излучения направлен вдоль оси резонатора только 
для плоской волны излучения с бесконечным 
фронтом. 

 
 

Заключение 
 
Основные результаты работы можно пред-

ставить следующим образом. 
1. Получена, в первом приближении, прак-

тическая формула для интенсивности поля с ком-
плексной фазой, когда резонатор излучения дви-
жется с ускорением.  
 

2. Предсказано теоретически и наблюдается 
экспериментально, что при интерференции двух 
полей с комплексными фазами интерференцион-
ный член может превышать интенсивность исход-
ного луча в восемь раз. 

3. Вектор излучения кратен волновому век-
тору при наличии граничных условий вдоль лишь 
одной координаты, когда боковые граничные ус-
ловия не определены. 
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Contribution of each parameter in the phase complex changing and radiation intensity of accelerated 
radiation cavity with a fixed content is discussed. A condition of synchronization for the interfering 
sleeves of radiation for irregular moving source is obtained. It was found that during the interference 
of the two fields with complex phases, the interference term may exceed the intensity of the original 
beam eight times. It presents the connection between vector of radiation that was put into our work and 
wave vector. The radiation vector determines the eigenvalues of the spatial problem, and as it is shown 
it is a multiple of the wave vector in the presence of boundary conditions along only one coordinate, 
when the lateral boundary conditions are not determined (for example, two-mirror resonator with a 
plane wave front). 
 
Keywords: vector of radiation, wave vector, light intensity, laser resonator, phase of light. 
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